L7.4 Homogenes System v. linearen DG 1. Ordnung \ Ct.uf
Anwendung: Geddmpfter harmonischer Oszillator
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Eine Masse m, gekoppelt an zwei identische Federn, bewege sich in einer Dimension,
in einer Flissigkeit (Ddmpfung). In Gleichgewichtslage sind beide Federn gleich lang.
Auslenkung relativ zur Gleichgewichtslage: X/é)
Geschwindigkeit: ;(({) = () ) )
vy
Newton's 2. Gesetz: ol = alt) =:’,;F(é) = =S x(e) - 2‘(1)’“:) (2)
Rickstellkraft Reibungskraf+t
\
Dimensionen: [(SU] = Ze (el < ol o
Bedeutung: SL = Oszillatorfrequenz I = Ddmpfungsrate > o ()
Definierende Gleichung fiir geddmpften harmonischen Oszillator (HO):
TS ¢ 1
(1) in (2): X +2yx + §fl'x =o )
Geddmpfter HO als lineares System von zwei DG 1. Ordnung ‘ C?. ug
G (1 X © (4 [x
o Q L4 : Z (3)
(4f.2): v o= -zyv - SU'«x (2) U LR VAR
- (4c.1y
Matrix/Vektornotation: X = A-x @'
[Notationswechsel: ¥ statt £ ]
(1) @ /o
s N = [y |
mit . s (;‘\ - (U) / A= (- A "7-‘6')1 G
(ffd ) At — ) -
Exponentialansatz: x (1) 2 vel ¢ ( 1’3 = {UzJ) =[5] &
d d Y v-
. (adz) _ s
Eigenwertproblem: ’\ u‘ , J= 1 )

Charakfteristisches Polynom:

€343 ! (L3 .
3‘33) P(;\) 3Dulef(\q }ﬂ_) [ ;_ ] = ')L+q‘}+ﬂ, )




" Zwischenbemerkung: l Cruf

(49.7) folgt auch direkt, wenn ein exp-Ansatz fiir x(t), X4) = Xo e I 0)

eingesetzt wird in die homogene Bewegungsgl. (4f.5):

f.s)
4 t d t) y 0 (x,e M) ©
E,_(x,e) r zxﬁ(x,ej *«R(Xoe = © (2)
¢
(;\7'4—21(‘} + ﬁZ)X°e = o @)
-——
= P() = o
Aber bei so einem Zugang ist zugrundeliegende Struktur des Eigenwertproblems nicht ersichtlich.

(L343 (
Eigenwerte = Nullstellen: [ (Ad) = )1-' + 2 }& y U =o R @
.. ,)‘l z (s
Losungen von (6): 3\& = 1 = ~ 3 % h‘ -JL )
2

Qualitatives Verhalten der Losung, ~- em', hdngt vom Verhdltnis ‘&/5?. ab: \Ei

o q x4

X =0 ret, = 4 0]

(a): ¥ ungeddmpft': ,)t v / I 1

x®
(b): Y < 3L 'unterddmpft': )4 = ——x‘ +2 JJU" Y‘L ) -SUQWQUAVQ—
- — t

= Sir

'kritische 0

O EN Dampfung': ,) = -Y ) T~ .
x(t)

(d): y55)  iberddmpft': e =Y ¢ Syl @ 1\ i
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Reibung fiihrt ® zuexponentiellem Zerfall der Amplitude: ~e

zu einer Reduktion der Winkelfrequenz .52, ()

unterddmpft: o
nach Slr = W welche verschwindet fiir ¥ =3 @

liberddmpft: 0 zu volligen Abwesendheit von Schwingungen! (8)




(b) Unterddampfter Fall: $< d: (anderen Fille: Ubungenl) CF. 4

’>\ t =(4i'-2)x‘ v ,,'Slr mit 'reduzierter Frequenz’ &r = JSIL._ 1S (< N) ("

D héri EV (L7i.1), (€7.4d.3)
azugenorigen — -
leni (A - %.1) 5 =3 @

erfiillen:
-}+ . o
(—;'L _ ‘127“-%\ ‘ (X":f;> ) (D ) ®

Lasung v. (3) [Xi) 1 | \ @ ICheck: (- '}\4_),, s(-de = 0 \/]
z.B.: o, | = (4)in (3): - (49.7)
: l’. ("SLJ'I-—(‘LY‘ f',\.h)]t = o

Allgemeine . (49.5) ( At (] At '
homogene Losung: K(i‘) = cJ) \ et o« c_[) e = [’( ({))= (XM) )
+ - X2 (g) vit)
v’
Anmerkung: Die Struktur ;(' ) = X ¢) dh. (49.1)
der EV gewdhrleistet, dass . (49.1) -
= g ) vy v ® ist erfiillt
Komplexe Losungen als Hilfsmittel zur Konstruktion reeller Losungen \C?- -k
(49.4)
Betrachte zundchst nur Ortskomponente: ¥ = x [ ’}\ + (4i.2¥ - 31%
L= - S
AN A N (4i.4) .58l t SRS A
(4).1) in (4j.4): X[) = (C+ e ' + - & )e L ()
Damit X(B)  reell ist, brauchen wir komplexe(l) Amplituden: Ce = lele® % b))
Dann Y02

x (4:) = el i o i(&f".’-l"?)_’_ 0" J(Jli"‘t‘l"f’)le -yt 2) o B = {(ciﬁfe—in)

o T st eg) @ DT @
R le\[m((ﬂf’[)&n(te) — (N rt) ey )] (s)
= (@ Setr b s Set] ®

mit @ = 2lel W@ = cpac. b= _zld A = 2(ci-c_) @)
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sy %Oy = e"‘*gw(&f{)[ b3, - ay)+ W(sz;t)(-aa;w)} () le* ot

Anpassen der Konstanten mittels Anfangsbedingung:

z.B.: Xo

X(o)\ @ke) [ @ a = Xo
= = = 2
v, | (’lf“’) (411) ( bl - N‘] b = (U v XT3, @

Skizze fir v,=o0 .
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Peri‘oTe: 2T/S) . Ddmpfungszeit
/-/
Amplitude %“:)_5 zerfdllt nach Zeit / ¥ af ()
Die anderen Fdlle (qualitativ und in aller Kiirze) l \Cfl-- -
- I Y91
(a) Keine Ddmpfung: x‘ =0 }K 1 = £l = e Q)
(2

reine x(¢) = A M(J“’ 1)) ®

¢ T
x{) ‘_\ m m : Oszillationen: vlt) = = SLA e LEry) ()
() ‘\W W \ N\

g\ nur eine Losung!  ¢(4) e ¥
c) Kritisch gedampft: = : ' l = — Y Finde andere mittels
© ’ i Xt g "\?— 'Variation der Konstanten

(siehe S. C7.3f)
x(® Mhdh‘ i.A. linearen Anteil ) = (o v -I:)e_-w' .
o * ) = (G- Pewd)e T @

(@ Uberdampft: Y5 5 - I l N S S I
1 ""“';_" -
X (¢) —\ \___.wi—/
Ne— ¢ T X
vty gar keine Oszillationen: e = e:tt{ ®




Inhomogene lineare DG 1. Ordnung [Notationswechsel: ¥ statt 7 ] lC?.lm

Inhomogene lineare DG 1. Ordnung hat folgende allgemeine Form:

Sy = AW). Tty + s(#> < 'Inhomogenitat )
Satz: Losung v. (1)
kann geschrieben werden als Summe ) = X o+ X @)
der allgemeinen homogenen Lésung -f; W = Al Zﬂ,{é) @)
h
und einer "speziellen" oder -
"partikuldren" inhomogenen Lésung, = AH) )+ b(# )
P P
Chece X () T G + %18
' = X P

“L W (rew + Xpth) + 5l @ A-xl) by ©

Rezept zur Losung einer inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung:

(i) Finde allgemeine homogene Ldsung
(i) Finde eine partikuldre Losung -- Methode hierzu: 'Variation der Konstanten'
(iii) Addiere (i) + (ii), beriicksichtige Anfangsbedingungen

Inhomogenes System von linearen DG 1. Ordnung mit konst. Koeff. ‘C'-}.uo
Variation der Konstanten fir ~ vi 51 méglich, aber i.A. schwierig. Aushahme: A= A (¥

Also betrachten wir nun

.({’) A. 7u) l(é) 0) /Z}- & M(C,MM) zeitunabhdngige Matrix
X = .+ X +

= %4}
by e € zeitabhdngige Inhomogenitat

mit Anfangsbedingung: XHo) = ¥, "
2
(i) Losung fiir homogene DG per Exponential-Ansatz (bereits bekannt)
(€7.4d4) v 1.4 i 7 15
X — e ¢ ; . - . UL ':I'...’V]
b = JZ= f o O mit i R )
durch Anfangsbedingungen bestimmt Eigenwertproblem!
- _r-t N Diagonalisierende N R '
Cu = x4t Ahnlichkeitstransformation: 1 = (&7, ... ,v'n) (4)
(ii) Partikuldre Losung fiir inhomogene DG: per Variation der Konstanten
Ansatz: - (4) i e :ljt cd(2) )
[analog zu (€7.3¢.5)] XP{“ = | P

i=!




Inhomogene _ d _ Qa, = s C'}.leg
DG (40.1) bW = (& = A) %o ‘
(40.5) o J — /(H;
2 T(& - ﬂ.)c?({);f;\e ! 6)
i — Q
o, ’ - :l'.l.
- J .
= T (8w + K4l DA) Tedt 0w
( - P - .
sabip = bit)= JZ S0y Tye At (9
J \l
Trick: Zerlege  bHY  inEigenbasisvon A
Eigenvektoren sind linear o . - -2t N
unabhdngig, also folgt aus (4): Cg(ﬁ,e)‘l/{/ = bty e ¢ ¥ J =y ()
(5) ist losbar per Integration, .
siehe (€7.1e.1-3) _ . 21 c;,‘(),,) =0
) = [di B eV g = { ~ . @
o = 4 ) F iy < 3
(iii) Allgemeine Losung von (40.1): Cr
. (4n2) (40.3) oAt - ~
x B = R8¢ x I = 2 T e J c‘ei v xplt) 0)
{
Bestimme Konstanten mittels Anfangsbedingung:
(4p.7) _ =~
Aito | -
Ty = ZT e N7c  + Kol @)
P
. Z S = %o (=) Kompaktnotation:
i-Komponente: x“()) = vt e Lo S\ L TR @
\l w\\/\ [X(to‘ = TCa’ ’k
T=(5;, ... %) (404" T"j (I}
:) ;l_Lo ) s - . N { —~ _ —_—t
Invertiert: Cy € J E) Cfgo = 2 (T )J; Xl({'o) Clo= | "(f"ﬂ(a)
[vergleiche C7.4d.9)]
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Beispiel: Geddmpfter harmonischer Oszillator mit Antrieb \ Cl.ur

.- . 1 (4£.5)
X +Z(x+nx = g flt) )
Matrix-Form: (42'1) u @)
492 _Nx -2 yv o+ F(4) ©)
1 (e )
. = (8 + {"“) ) (¥)
(” -3 mzy Y —F,
= b(1)
o (494) - =
x = A.x + Bu ®
(4i.2)
Unterddmpfter Fall: /1\1_- = - b* t¢ Sl; (L,) , '}4_ - ({’—-) 23 81t (3]
BN CIED) 11 At 1 A4
(i) Homogene Lésung; Xk( B o= ¢, 1.]¢ + cfqle” @)
(bereits bekannt, siehe Seite C7.4}) "‘,_’.—’ ""_'.:J
T G
(ii) Konstruktion einer partikuldren Losung, mittels Var. d. Konstanten: ! CHL S
) 11 At I a4
Ansatz laut (40.5): *plt) = cl)[a,le  +cl|a]e «
— —
T T_
Zerlegung v. Antrieb in Eigenbasis von A, laut (40.4): LW = 2, 1?:! Lite)
o {
405) L G
— o | | l _ -
b(’c)=(,)”{) = ;\‘,:—'A—‘[(L] - (1_”“*) = bW U, v ®
N

@re) = 218l

= by (4 = % £(_Q (3
: 2i3ur
Lasung fir  C4 (£} laut (40.6):

1 ~ (3) { . ~

(4p.6) — - _ o —’A'}
exly = (AT balbe Mt = f fur 28 d
t

[}




Fir partikuldre Losung, setze (4s.4) in (4s.1): Ct+.ut

L s 1 Ag 11 At
X)) _ xp(*) = Cel¥) ;\j e + c,{es[;\ l e ()
U],H) -
4s2) 4 o l 5 l K
= fdt —————i“)g I . Ag-¥) . A_(-1) 8)
L, eSS A
. I
(lfi-éjl e (—K H&‘r)(k’zs . (_\c "[SLT)U:’ZS
Orts (1.)-Komponente hiervon liefert: 2 -ip
L e” -0 \ EEe 2 ®
X?UI) = I;L{ ¥ (l) E‘: f m S?,IG ‘IAJ o
) = K-
'X({-I) Einfluss der Antriebskraft zum Zeitpunkt t

_‘( - E ) auf das Verhalten der Lésung zum Zeitpunkt
Mlingf exponentiell ab
-1 «

j \ "74_ .y g ~
© zn/ﬂ,f '

C7.5 Lineare Differentialgleichung n. Ordnung fw L g l Ct.5a
Eine allgemeine homogene lineare DG von Ordnung n, T
-t \ o)
" .ﬁ(u){_ ¢“~I‘F( ) R T 'P“ + Co ‘F‘ = ©& (Siehﬁ)
T4-
kann immer umgeschrieben werden in ein System von n linearen DG von Ordnung 1: Vorle
Index oben fiir Komponenten ein
N - . ino P ! B .
Fuhr'fa fir Jgde hohere Vektors (also keine Potenz!) x|“) - _F( )”) 2)
Ableitung eine neue
Variable ein, ’ @) 2 (1)
(= X = 100 &
. Gy
K)o m 3 = SO (©
ey («) m _ (-1
X" = k") = T )
! _ )
dann lautet (1): X (4 = 4 (+ (4
Cn Cu Cw

(3-7) sind ein System v. DG 1. Ordnung: (mit zeitabhdngigen Koeffizienten)




In Matrix-Notation: { Ct.5p
(" \ (o0 | o - OW (x' )
2

xt o o ' of|*¥ o

)'(3 . 6 | . Y;

S o

\ * ‘

’ \ N 'H-l

M o 5 5 o l ¥
Li“ —C_° - C, _Cu- —?ﬁ‘ Yh .\

j k Cwn ZA ‘%i : Ca ,\ \l
X(t) = AC+Y - X (¢) (2)

Zusammenfassung: Inhomogene lineare DG 1. Ordnung

.
—

Lineare DG: Y

(# Al)e 3t + 5O

t— Wtwf(d:, Vl,'l)

] 2C*.4b

falls = © : homogen
falls # © : inhomogen

Allgemeine Lésung einer inhomogenen linearen DG: Y@ = xgl) . )?? £
Allgemeine homogene Lésung: '):(’ﬁ(é) = Ad). XK,“')
(irgendeine) Partikuldre Losung: ')‘Z'?M) = AH) ;v“) + 5O
1D (n=1): x(t) = ald)xld) ¢ L)
iy . & (8
homogene Losung (Trennung d. Variablen): Xy = Xo e
t., .
34 = [di all
tb
partikuldre Losung (Variation d. Konstanten): Xp({-) = C ff) e §l£)
i, T
mit: ct) = Lodt b@® o~ &)




Zusammenfassung: Inhomegene lineare DG mit konstanten Koeffizienten ] Z2CF, ke
— -2 .
= = A-x@)« bt A=Ay ewmatCuw , blt) & C

(i) Suche Losung fiir homogene DGL per Exponential-Ansatz:
]g\ Zeitabhdngigkeit nur im Exponenten!

e-Ansatz: xg(4) = U € eitunabhingiger Vektor, e R?

Ergebnis: Allg. Losung der homogenen DGL ist Summe iiber alle Eigenlésungen:

- ' At _
= CJ T, e N i . T3 = .U ':l'...’V]
durch Anfangsbedingungen bestimmt Eigenwertproblem!

(ii) Partikuldre Losung fiir inhomogene DGL: per Variation der Konstanten
) - A"t
Kol = ZC;(-E) & e\ ,
{ (zerlegt in Eigenbasis von A )

. i : L by -
I S |
mt k) = [dl Bl 7 ind Bl = J,ZBJm F

(iii) Allgemeine Lésung: X @ = 50 4 %I ©




