C7 Differentialgleichungen (DG) (enthalten Ableitungen der gesuchten Funktionen) CH.au

Eine DG ist eine Gleichung, die Ableitungen der gesuchten Funktion enthdlt. ) M=2
Beispiel HO . f)  ceR W ]
dx ‘ /et
cx
Lésung: ft) = VA ok R @) 1 pmi
df¢ x //
Check: o) = peet = ¢ foo v & —
dx x

Jeder Wert von At liefert eine andere Losung, also wird (2) die "allgemeine Lasung’ genannt.

Wird eine ' Anfangsbedingung' oder 'Randbedingung’ vorgegeben, z.B.  £(o) = |

. . . . 1 . . . 1 . {z)
legt diese eine eindeutige, 'partikuldre Losung' fest, hier N=

In der Physik treten DG immer dann auf, wenn die Anderungen von physikalischen Gréfe beziiglich
Ort und/oder Zeit (also ihre Ableitungen) von anderen physikalischen GroBen abhdngen.

z.B. Newton: W\‘L;YH:) = FH) == Thes) - vft) = SE&)/M

Eine DG zu 'lésen' bedeutet, eine Funktion zu finden, die die DG erfiillt.
Dafiir gibt es viele verschiedene Strategien, je nach Form der DG.

Gelingt es, die DG zu 'losen’, ist das Verhalten der entsprechenden physikalischen GroRen als
Funktion von Ort und/oder Zeit vollstdndig bekannt, und auch das physikalische Problem ‘geldst’.

L7.1 Typologie verschiedener Differentialgleichungen: l C2.b
Beispiele:
Gewdhnliche DG: Ableitung nach nur einer Variable J{: {:[f\ = S:L(-H 0)
Partielle DG: Ableitungen nach mehrere Variablen (Bx - Dk)f()\c) i) = o 2)
DG 1. Ordnung: nur Ableitungen 1. Ordnung d% 1c/4;) = j“: ,Hﬂ) )
DG 2. Ordnung: Ableitungen bis zu 2. Ordnung (_ii-?(é) + Q-C({') = 3“’/ Hé)) (¥
System von DG: m > 1 gekoppelte Gleichungen: d, X6 = vlt) T (s)
de vy = f(x4) @

Lineare DG: linear in gesuchter Funktion (d,: 2 dg * Sf) k() = o @)

Nicht-lineare DG: nicht-linear in gesuchter Funktion de xH) = ¢ Ej\:\ﬁ(x(f)) ()




Beispiele: wichtige Differentialgleichungen in der Physik \ C?t.ic

Mechanik: Newton 2 (gewdhnliche DG 2. Ordnung)
WW

—
(gesuchte Funktion hdngt nur von E\i/n&r Variable ab, hier t) (Ableitungen 2. Ordnung kommen vor)
A‘L /7 Ort v — Kraft l')
in 1. Dimension: 4 T x(f) F(x, t)
Masse e
&L v~ Ortsvektor
in 3. Dimensionen: m L g (“Q = F(?, ¢) o

2
(ein 'System' von DG) ﬁf_

Elektrodynamik: Maxwell-Gleichungen (System v. gekoppelten linearen partiellen DG 1. Ordnung)

(hur Abl. 1. _O_r'cih_t_igkommen vor)

e
(gesuchte Funktion hdngt von mehreren Variablen ab, hier x,y,z,t)
AAAAAA,

= o= Ladungsdichte
, + {)( X,
_V:_ E(x’ 3 e Magnetfeld (30
s Jp(: 2
v E(f,l/\,) = = 5 5()(,“ =
_?:, B (fv’i) - o - Stromdichte ; / Elektrisches Feld -
_\1)( 8(%) = /'('o J(X,'H + Moo ?;‘- E[)?I“ (3‘0
Quantenmechanik: Schradinger-Gleichung (lineare partielle DG 2. Ordnung) l(’,?-, (d
SAANANN~ —_———
2
- . =1 g — - -
[ z},\ v ot \g(")l "f(fv,“/é) = (F %: zf(":{’g/‘/ 'Wellenfunktion' ()
Masse Potential
Hydrodynamik: Navier-Stokes-Gleichung (nicht-lineare partielle DG 2. Ordnung)
(gesuchte Funktion kommt nicht mir'\l\lgggr' vor)
? > a'_a :) — ~_- V.- ,u_ +
(79(_5;1;—1-(1{\\\7\2'\\{ vPH+ ‘2_V__ 'U‘ « (3 1—4;}*7( ) -F ) @)
Dichte Geschwmdlgkel‘rsfeld einer Flissigkeit: U = v (%,4)
S

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen einer DG in der Physik immer gewdhrleistet,
falls Problem physikalisch sinnvoll gestellt ist.

Im Folgenden diskutieren wir ausschliefllich gewéhnliche Differentialgleichungen.
(Partielle DG: siehe Mathevorlesungen, oder fortgeschrittene Physikvorlesungen.)




Losung einer Differentialgleichung beinhaltet i.d.R. Integration C?.1e

Trivialstes Beispiel einer DG: A F({) = 3 (¢ ‘trivial' da rechte Seite o
[gegeben: g(t): gesucht: f(1)] unabhdngig von f ist
Anfangsbedingung: ft) = £, @)

(1) besagt, dass -F(t) ist die Stammfunktion von 3({—) ist.

Integraldarstellung der Stammfunktion (niitzlich, falls diese nicht explizit bekannt ist):

t"- ~
by - [ 4F gt £ ®
LO

—

Allgemein: immer kontrollieren, ob gefundene L65un5 die DG und Anfangsbedingung erfiillt!

Check DG A = dy (V) - gl Fo @

Check Anfangsbedingung: ft) = £, < (2 (s) 1¢) .

. . _ ) . f.4 2 \Sg(f,)
nterpretation der Integraldarstellung (3): Summe von Anderungen: \, 5 3“ )
Anderung von f in Zeitschritt  €: f(1,«§)-£(¢) s 3“-’9) (6) L 4 L.,_ L, :

Summe Uber viele Zeitschritte
liefert Gesamtdnderung von f:

) - fao = 52 xf*z\ fat’c 3(’c) £ (a) e

i==—————|

7.2 Separable Differentialgleichungen - Separation der Variablen ~WICHTIG! \Qq,zq

'Separable DG' hat die Form dy Fy = K(F[é)) glt) f- und t-Abhdngigkeit auf
[gegeben: g(1), h(f); gesucht: f(1)] rechter Seite faktorisiert
f-Abhdngigkeit d£) . <

e 2t - = (+) ) ii
nach links: 3 G Eselsbriicke als
dt A £es) Abkiirzung der
~ t ~ Substitution:
Integration: \{,{@/ A‘F" _ = IA? (8w e
(e)) s b dF S =t gl
Substitution: Alf)
()= § FN ( t y f links ) \\;r'ec':lfs
= —_— = d (1 ‘Trennung der Variablen'
il(‘l)b = i ) ;‘” (%) ‘( t3 “ 'Separation der Variablen'
1N Anfangsbedingung ( .
iy 6= 77
Ausgedriickt durch ‘ (f)
Stammfunktionen: H(eﬁ) - H(f) = G(t) - Glt,) © CT|U:\ = j(t)
gemeint ist: [(4) f.)
Gelost nach f: B -t
(mittels Umkehrfunktion v. H) 'F“) B H (& B - GG « ”('c’)) @

Alternative ¥l @ T HiE) = @) «c (8) (8)-(9)
fcf{; Z(%) =fd£ all) = {H({o) S G +e “ liefert (6).




Beispiel 1: g{ = i = .[‘L e? ) Grafische Analyse ‘__’_C +2b
Bereich: Steigun
Anfangsbedingung:  §.= f) = 3 ) cigurg dyt
¥ "’: >o
f 5 (. .
Trennung der °(__ (213)f£ dt GL _ : 2
Variablen: LT to G) =0t [y =3"= ¢
¢ .t $ osihiv divergiert wie
Integration: - ’%_I = e‘ l ) ?’Ff o,i' - o0
‘F° =3 'L° o .
L %"’" “’-S"""f verschwindet wie
Anfangs- 4 1 - 0
bedingung (2): R s)
/
. -\
Unkehrfurktion fuy = [E-d) o oy
= gesuchte Losung: /
: /
: . _ e n-t 6\ - 1 Steigung = 9
Check £l [£-ef] (-et) = fi)e’ @ ( //3
Fiir t> fw(%) wiirde (6) die Losung f(t) <o liefern, /T
was nicht erlaubt ist, da f(¢5> Flo)=3 . - d 1,
A1 b
Fazit: Losung existiert nur fiir: £ & (-0 , &»("/35) ®) o Lult)) y,
C7.3 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung C13a
Allgemeine Form: =
[gegeben: g(t), h(t): gesucht: f(t)] d{ ‘((é> 3 (4 ) [[@) t {(£) @)
Anfangsbedingung: fe,y) = 6 ®
‘Homogene' Version von (1): d, - aft - (3)
(Spezialfall mit K{{)zo) " t73 )] {:({) 0
Losungsansatz fiir {W): _[:(43 = fe &) (v)
iy e 304 e &w L4, 3|5 )
(4) eingesetzt in (3): (o) (3-_) ["(l: - 3({)] fQ) (’2 [,“ &“J - 3“)] fi) ©)
(6) liefert DG fir &H): A3 () @ ¢l @
(2
Anfangsbedingung fir & - £(1.) (:) {.e 2 ¢) .=) f. = §(£o) =0 @)

(C7.1e.4)

by =

t ~ ~
Lésung v. (7) per Integration: L d¢ 3(1‘, )

) Check: d,d(t) = 3(&) erfiillt (7) v

BU) = o

erfillt (8) «




Alternativ: bestimme homogene Ldsung mittels Separation d. Variablen: C1.3b

(3)
(30.6) i) = q) £y , F = F )
dfy - @
dt Fie) o
f = v
Trennung der Variablen: j _d,\_'c-. = ( dt 3({) 3)
£ F to
@) t .
tvegration: — (77) = 4(6) - AR = [ 4T 30y = BW) )
Umkehrfunktion liefert 5 = f e_&“:) '
gesuchte Losung: ° )
Beispiel 2: 4,y = 2t £y mit  fle) =4, ©
3lt)
0,5 Ee o
gt 2ot B0'D [l = .
Lasung: fl{—) (Z) F, 0_@(%) = ﬂ et @
Inhomogene lineare DG 1. Ordnung: 'Variation der Konstanten' [€3.3¢
‘Inhomogene’ lineare DG 1. Ordnung: d CGY = g4 F8) + 4 (
[ALS # o ] L ! w "
Bereits bekannt: Losung der homogenen DG: d L &[H =9 (t) ‘kaﬂ 0
Gesucht: 'partikuldre' Losung ®
der inhomogenen DGL: [O‘L - S(t“ {’-P“') = fn(":) (3)
Ansatz fiir Form der ikuld ) : )
partikuldren Lésung: ﬁp(é) = clt)e (%

zeitabhdngiger Vorfaktor (historisch: ‘variable Konstante')

(4) eingesetzt in die {\&\ (f_) [O\* ~ S(f)] () e 5“) (s)

inhomogene DGL (3): (3a.3)= 3(6)

. 1 &)
Produktregel: = [de c@) + C(W) - M] e ©)
D6L fiir ¢(t) : dyc(d) =4 e” 2 (xS

t ~
(C7led) fiv , ~e _ B
Integration: ¥) = ‘@4 B e &) + clte) (8
(BGag)=o

Anfangsbedingung () .
legt c({s) fest: ‘rr(k = cld)e ) = c(t) )




Beispiel 3 (aufbauend auf Beispiel 2 von Seite 3b) SC T3d

(3
Betrachte die inhomogene DG: d{rF = 21 £ & te ; , flo) =fo Q)
3¢ i
Homogene Losung, bereits bekannt: 'cdl ) (3b 8 .[‘ B4) mit = t* @)
Ansatz fir partikuldre Losung, (3c4) D)
mittels Variation der Konstanten: Ffu) = cbe (
(3C 8) ~ ~ - (f)
Bestimmung v. c(t): cle) fdé A E + c(4s) ()
to=o Iﬁ;{t V{‘ (3c9) = ’Fo
¢ L2
IO( + Io =3t + 1"\0 (y)
T
Gesuchte partikuldre Losung: Fp[-l;) <5_'_f> ( -F., + J;_l;"-) e‘k ()

durch Anfangsbedingung festgelegt

Check: [( fos z_%")e ] = 2l(for $44)ef tet™ - ot o et =‘/(|) 6

Beispiel 3: RC Schaltkreis [Selbsstudium: AD-Buch, Seite 307] 'C'J, ye

Spannung am &H’S 0] R

Kondensator: \/ @) = <

Spannung am \[KH) = RIG) = K&Us) (2) -« ©

Widerstand:

Kirchhoff " V{.H
: = ), ( .

Spannungsquelle VD Vold) + Vpld) @O @é_) + RGM) @

Lineare DGL: %} : Q) = —.L:' e+ —!K— \ (t) mit T = Rc ()
(hat Dimension einer Zeit,

Anfangsbedingung: Qi®) = &, (s) heiBt "RC-Zeitkonstante")

O
Bestimme zundchst homogene Lasung Ql)=- < &kﬂ) (b)
[d.h., setze V(+)=0]: h .

(C7 la. 3) - 't/-c @

D

Losung bereits bekannt [siehe Seite (C7.1a)]: Q " [4)
beschreibt exponentiellen Zerfall




Ndchster Schritt: suche eine partikuldre Lésung von (3e.4): \ Ct.3f

[ _ __l__ ‘_
et Q) = e CIRE-2 L0 0
T=Re @ A
(3d.3) )
Variation der Konstanten: P(‘D ¢l g_v-a @)
Ansatz: Geny e H/T
(3¢.9) -B(Z)
= \/({:) et 'L/'E &o
2 LA
Partikuldre Losung: Q. M) “) U 7 Vi) te -t/
(3)in (2) f vEoe &°] ¢
@
¢ ~ ~
= ge t/z N ‘@f gré) -t )
. : L eH)
Spezialfall: zeitunabhdngige Spannung: \/({) =V, Q
Be.y =C °
Gt8) - t+ “t CVom = =7
P/ ) - ¢ t>o
aw = n@( ] 22 Ve = =
C7.4 System von linearen Differentialgleichungen 1. Ordnun;_ Index, keine Poten Ct. 4o
. .. . ! "
Lineares System von Gl. 1. Ordnung, fiir n Funktionen, f (é) , e, f U:)
djc{' (B =g O ¢« g, W «...a. WM X0
. t : : : ()
R I ( N S S (Y Ny 3 Sy (S E S B W (!
Kompaktnotation: f{ej = (Tr'(l), e, an)T . f.R—c"
S = qU, 9" wy §:R—c" “
Al¢) = EA”&(H} AR — wmatlCu )
. I ) n -
System v. DG i) = Awy-fiy + 30 ?
Anfangsbedingungen: i({;o\ = fo = (£ R »C: )T )

Falls 9 (¢#) = 6 :'homogenes System'. Falls A®S = A . 'konstante Koeffizienten'




Superpositionsprinzip: [fiir lineare, homogene DG der Form (4b.1)] \ C?t.yb

Seien £ und [ , () zwei beliebige Losungen der homogenen DG, d.h.

df:-f—\ k) = A[) « .f () (J =1,2) (j ist kein Komponentenindex, 0

sondern unterscheidet zwei Losungen!)

-

dann ist ihre 'Linearkombination' f[{) _ ;\’l ) c‘ . f(é) Cz o)
ebenfalls eine Ldsung! *

denn: dy f[{) A‘,'_,C ($) e « th({) C (==“ A(t) EH) e+ AWK f;_ [t) " ®

Y > (2) I
s anJhw e v Lwe| T oandfE) ®
. e s ®)
Was war hierfiir notwendig? Linearitdt und Homogenitdt der DG.
Fiir zeitabhdngige A-Matrix erfordert das Losen von dy f{{) < Au)- v (&)
fortgeschrittene Methoden (Fourier-Analysis)
Im Folgenden betrachten wir zeitunabhdngige Koeffizienten: d 'F(é) = ﬂ(% fley ®
Lineares System v. DG: Exponentialansatz und Eigenwertproblem ‘C'}—. e
- (i-z> = -
Lineares System: (14, fw = A - 'r(‘l') [ A zeitunabhingig ] ¢)
mit Anfangsbedingung: f) = f )
at
Fiir n=1, lautet die homogene DGL, d,H—’ =aof mit Losung £ty = r<7 2 @
Fir allgemeines n machen wir analogen exp-Ansatz, aber mit Vektor-Vorfaktor:
exp-Ansatz: E(U - T 21‘ e Zeitabhdngigkeit nur im ExponenTenl )
erlfunabhanguger Vektor, e d"
5@ (4 @FD? (d -4 Moo (4 - A)GQH ¢
(4) in (1): (4 - p e-A)T e = (A= 7)Y
=3
= AT - Av u
Fiir nicht-triviale Lésung ( 4~ #0 )muss T  ein Eigenvektorvon A  sein!
3)

A ein Eigenwert von A sein!




Sei /)  diagonalisierbar (andere Fille diskutieren wir hier nicht). Dann existieren SC'},hd
M linear unabhdngige Eigenvektoren ’Uj ) J =1, ..-,» mit dazugehorigen Eigenwerten AJ

an A- T = AT e 0
Dann existieren Vi Ldsungen von (C7.4c.1) der Form (C7.4c.1): 1(\ (t) = ‘U; eV @)
Check: el = - At ‘:) ) &el'\it =0 @
analog zu (€C7.4c.B) (‘Ll- - F))ﬂ“\ (d{' ) U e d (QJ AJ) J
Allgemeine Losung der homogenen DG ( (z) n q b
ist Linearkombination dieser Losungen: ('L') Z= 'F (4) e Z U (2 cd
(laut Superpositionsprinzip) =!

W durch Anfangsbed. beshmmT
- W l£=o -
Anfangsbedingung: feo) ? U ¢ { )
i ® o . U 3
i_Komponenfe; p (0) = Z U-LJ CJ‘ (GJ sel T = (UI)___)U“) ) C = (“) ('f)
\ \—:-_JT" c
o B 9Tz .
Kompaktnotation: D = T.¢& @ = c =T -fo (a)
Also ist Ldsungstragie:
- Eigenwerte finden (Nullstellen des charakteristischen Polynoms finden, usw.)
- Eigenvektoren finden
cJ  so bestimmen, dass Anfangsbedingungen erfiillt sind.
Homogene lineare DG 1. Ordnung: allgemeiner Lésungsansatz )C t.4e
Betrachte: d{: f = A.T 0]
Matrix! -V
(L74a 6) @® 4 o~ _a R
Losungsansatz: .[‘({) = ﬂ tr f 2 t A4 f R 5
vi=6o

Check: *‘tf(f) “ 5 .;\nl_ %"‘"'q.gn"[-; “ZH A Z ;':v! fw ( = = A {:(0 )

ner 7 ==
m-)!( At

Ansatz (2) funktioniert, egal ob A diagonalisierbar ist oder nicht!

- - -
Falls A diagonalisierbar ist, gilt: A =TDT T = (%, ) v—h) (%)
AL (L7.4c4) DL o - o\ [0
wd o FETN TN T (s Te = m“\ . (B
A v .
v, v oallg
: = bt 7 Dt 2 i
®in@: [()=Te T £ = Z71e &
—— i
56:26‘ ¢t
T " o . le) - At v
(Il7c'4)ZT At e, S = Z v.e CY = (c7.4d4)

[4 2 (2)




Zusammenfassung: C7.2 Separable Differentialgleichungen ‘ZC?,'Z_

Separable DG:
(f- und t-Abhdngigkeit faktorisiert)

d fy = j(é) %) 0)
mit fw.) = ¢, ()

Losungsweg: Trennung der Variablen

]

Af — q @) At

Trennen: n(f) )
£ = fl0)

f - W@ AF 6)

Integrieren: Af —_— =
f, = F(to) h(F) /“vj

Stammfunktionen: H( £y - H({O) = G(t) — Gl £o) ()
Nach f auflosen: fFir = HGW - 6UY c Hry) 6
Zusammenfassung: €7.3 Lineare DG 1. Ordnung ] tC*.3
Lineare DG: £b = j (¢) £it) + ) , mit flo) = £
falls h(t) = o :homogen falls h(t) # & :inhomogen

Allgemeine Ldsung einer

inhomogenen linearen DG: F&) F{f” + 4\1, It

]

i

U e

Allgemeine homogene Losung _{_'\ (&)
erfiillt homogene DG: R

partikuldre Losung

erfiillt inhomogene DG: folb = 3(4’) ) FP“‘) A
homogene Lasung _ 3D
(Trennung d. Variablen): 'F&(é) F: ¢ J
B - L:a 4@
partikuldre Losung _ B(+)
(Variation d. Konstanten): FP B = ¢ H') e
! S s
i) = [ 4G e )




Zusammenfassung: C7.4 Homogenes System von linearen DG 1. Ordnung ] 2 Ctuq

LI = AW) F)
N R vt (€, u,m)

Superpositionsprinzip (SP) fiir lineare, homogene DG:

falls qt:c}u) = AW T (i) dam LEw = 15 ¢ LT.0)

Fiir konstanten Koeffizienten:

exp-Ansatz: -FU') = L zeitunabhdngiger Vektor, er\

A £ ¥ Zeitabhingigkeit nur im Exponentenl

fihrt auf Eigenwertgleichung: AE= A%

Falls A diagonalisierbar ist, ist die allgemeine Lésung die Summe iiber alle Eigenlsungen:

- 1.4 -
= 1—3: e N C\‘ i . T - . U. N B
f JZ 3 mit A T = ;\J UJ ;g Ty
- -1 T — - -
c = T - 'P(") ’ | :('\h) - U“>
, : : 2 At
Allgemeinerer Exponentialansatz: Ty = e {'

(funktioniert auch dann, wenn
A nicht diagonalisierbar ist):




