L5.4 Kriterien fiir Invertierbarkeit einer Matrix \L sk

A 2 A A
V sei € -Vektorraum mit Basis {U]K . Ay ) u:l - A U"] = UJ _sei lineare Abbildung.
A

= U; A ‘J Matrixdarstellung

A

Definition: Khuj (ﬁ) = A7M($fm %f:/\:, §> = Dimension des Bildraums von A (¢)

Definition: Kem(a) = fxl Ax = °§ = Unterraum aller ’2, die auf © abgebildet werden. ()
‘Null-Raum'

Wann ist Abbildung A bijektiv. d.h. wann ist ihre Matrix A invertierbar? 3 dquivalente Satze:

falls und nur falls

(i) A invertierbar & fiir jede Basis fv' $ bilden die Bildvektoren {13" = 2\\1’}‘]} auch eine Basis
=> 'Ka“a(g) = diwa(V) () (intuitiv gesprochen: aus linear unabhéngigen

s
#
Vektoren darf A nicht linear abhdngige machen) Ij ? /N’

(i) A invertierbar & IQ-J? =0 impliziert X=06 & dim(Ker'n(AA))z O ('Kernist Trivial'z)
¥

2 - .S) =
Falls Standardbasis benutzt wird, 5 v, ; = M? , sodass HE-‘ (i )QJ folgt aus (i) ferner:

Bildvektor der Standardbasis — Spaltenvektor der Matrix4
(iii) A invertierbar &>  die Spaltenvektoren der Matrixd  bilden eine Basis. (s)

[Ndchste Frage: wie wissen wir, ob Spaltenvektoren eine Basis bilden? Siehe L6.1]

Begriindung fiir (i): (Selbststudium; AD-Buch, S. 72-74) \LS-#f
—m\V ¥V
surjektiv: { f - injektiv: leeleV '
] IZ
Begriindung fiir (i) <: Annahme: (, ist eine Basis. ()

Dannist A surjektiv [das ganze V liegt im Bild v. A, AV) =V 1
denn sein Bild, A (V) ,enthdlt eine Basis v. V, namlich ‘l«ti,; {  und somit das ganze V.

)
A
Fernerist A  auch injektiv [jeder Bildvektor entspricht maximal einem Argument].
Denn ansonsten gdbe es zwei verschiedene Vektoren ) X = 13:) ¥J  und ;( ' I x'j ®
A AN A
mit demselben Bild, d.h. A x = Ay’ ("]

Linearititdt
)] A

=6 A 0= AlSpi - 5l = AGEE - ¢) = Tixi'iy ©

Letzte Gl. steht im Widerspruch zur linearen Unabhdngigkeit der Basisvektoren 3 131 [

Fazit: A ist surjektiv und injektiv, somit bijektiv, somit invertierbar. &N (e




A : v
Begriindung fiir (i) = Annahme: /] ist bijektiv. (i) * x|V ‘LS-MM

. . A >
Dann ist jeder Vektor y € U das Bild eines Vektors x & V- (z)

Y= AR = Alidd) = AG) = 5d = 19 istwllstandg. (0

Ferner: ?U(, f sind linear unabhdngig. Ansonsten wiirde eine nicht-triviale

Linearkombination existieren, die Null liefert,

Linearititdt

A ~ ; A A N A . ﬂ ~
im Widerspruch zur Injektivitdat, denn es gilt auch &6 — o . (s)
Fazit: 3 ':’i 1 ist vollstdndig und linear unabhdngig, somit eine Basis. = 0
Begriindung fiir (ii): analoge Argumente, Selbststudium!
L6 Determinanten Lba
'‘Determinante’ ist eine Abbildung der Form: det . wat(c nn) — C
A — det(A) )

Motivation:
1. Invertierbarkeit von A &> Spaltenvektoren von A sind linear unabhdngiq & et A # o

2. Diagonalisierung von A:

-1
Finde eine Transformation T, T:A.T — A 1 O
so dass t . = diagonal
o
Startpunkt fiir Diagonalisierung: o{vf( A-11) = o
) . i i . & L)
3. Jakobi-Determinante bei Variablen-Transformation in Integralen: ) (Y" 2 -
17" ‘3

In allen Fdllen spielt die ‘Determinante’ einer Matrix eine zentrale Rolle.

Vorschau: L6 Determinanten

L7 Diagonalisierung




L6.1 Determinanten: Definition, geometrische Interpretation Leh

Kriterium dafiir, ob Spaltenvektoren linear unabhdngiq sind: 2x2

2 x 2 Matrix: A = [q‘, ﬂ‘,,] - (‘ﬁ ﬁ ) Spaltenvektoren )
GM(’A’CC,‘L}\ A*, A, 1,702
Ao+ W 5 a 0 2)
Zwei Vektoren 1 #0 | W o7 7, sind linear abhdngig, falls (A, || A,
A’ ] q' ] A' =1A’ q' a* { At q
= ! = 2 | 2 __\. - - ___i = n _ n “ =0 3
(n"-' A Al?. = ﬂ‘,.:A sz = ‘z ) n-,_l q \ L 1 V2 ( )
Geometrische Interpretation fiir reelle Vektoren: , . a ,2,' g A .
Cat ' A", _‘V:;-dlm Versionenvon /i, /72 ;l
-0 = () ()] = P A w o L 7
(4

= von &4, und A aufgespannte Fldche (= O falls Fl I],)

Definition: 'Determinante’ einer 2x2 Matrix:
\

f, R, A A \ 2\ :
Qe ﬂ"-\ = de{( Ly A’-:_) = H (ALL— AA, (5) Merkregel:

Al A‘zl
ﬂzuxﬁltz
(L5.4k.3)
Fazit: M(A) #+ © &> Spaltenvektoren sind linear unabhdngi & A st invertierbar()

(a 3)@1;92)@«: ‘ (d_b)

In Formel fiir Inverse Matrix, A =

P 2d—bc\oc a ist Nenner # 0
Kriterium dafiir, ob Spaltenvektoren linear unabhdngig sind: 3x3 |L(,c
Spalt kt ==
[ ’
cmat(P,,) W A " “Fr
iy = A, ’
A3, A3, @ = { (2) .z 7/
//
Geometrische Interpretation fiir reelle Vektoren:
Die Spaltenvektoren -fl., ﬁz., Az € g3 spannen ein Parallelepiped auf mit Volumen
= 2\ (L4mA) 2 Ay 2 R (L4m23) .
Vb{(a-,“t,qu ( =m )l((-\\ x ﬂz>‘4j' (30) (axg) 6 U (,k
(L4m 2-3) ﬂ'- R [ ( b Levn Civita-Symbol
3 - e = -
‘Eh Al A% Hier: & =0, L=4,,2=0

Emstem Summe tiber llk

Sie sind linear unabhdngig, falls sie nicht alle in einer Ebene liegen,  also falls Vl&(a,,-ﬂ.;’a;) * o

Definition: 'Determinante’ einer 3x3 Matrix A € wal (¢,3,3) 4
A'c A‘t ﬂ‘g .
R' Al A% = b g = (ﬁ,xﬁa)"{; = Ei:\h At Al th )
Agl Azz st

(L5.4k.3)
detA ¥ 0 <= Spaltenvektoren sind linear unabhdngig & = /] ist invertierbar )




Explizit: L ¢\35 - ﬂ'( 0* A% ILQd
det 4 (C:) Zijh F\i‘ﬂjzﬁhs I P U R

(%)
\ 3 42 \
LR A - RALA
Anmerkung: Indizes in (1) haben folgende Struktur:
- fiir feste Reihenfolge 123 der (rechten) Spaltenindizes,
- durchlaufen die (linken) Reihenindizes alle moglichen Reihenfolgen (‘alle Permutationen'),
Wy
123, 231, 312 und 132, 213, 321
: ichen = Y0 g £99r0d b zahl v, ‘Transpositionen' relativ zu 123
- mit Vorzeichen = B fur ungerade nzahl v. 'Transpositionen' relativ zu
{ (‘Merkregel des Sarrus' (gilt nur fiir 3x3 Determinanten, deswegen nicht lohnenswert...) )

+ fiir Produktbildung links oben nach rechts unten: \
(2)

- fiir Produktbildung links unten nach rechts oben:

/

Permutationen (Vertauschung der n Zahlen 1,23, ..., n) Lee
Jede Permutation P ldsst sich schreiben als Folge von 'Transpositionen' @@ ® @ @ @ © (1)
™ nur zwei Elemente werden vertauscht
‘signum’
. ' o + fiip | gerade Anzahl v. (®
SSV\(P) = 'Vorzeichen der Permutation’ = | _ ungerade Transpositionen (3
Beispiel: Alle Permutationen von 123:
i . S0 N, &Y

Permutation P: 23l U,3,2] [z2.1,3] Ia 2,1] [2,2.1] [31,2] i
Anzahl Transpositionen: o I I I rA Z 3
sgn (P) : +) ~| -1 -4 +1 + ()

Allgemeine Notation fiir Permutationen: [ ersetze { durch Pi Beispiele:

. ersetze 2 durch P2 [3.,2,4) 3\
P=[0,P, .., %, ... Pw] stent fir : (P R Bishi SR

ersetze _‘ durch PS

ersetze j durch Pj (egal, wo j gerade steht) 4132 Is"'z"',] 4321

ersetze A durch Pu

n-dimensionales ’ Liy..ln SSv\(P) falls i,zfl’IIi-,_-—.'Pz)..., i.=%, @
Levi-Civita-Symbol: 2,1 =7 =

©  falls zwei oder mehr Indizes gleich sind

(per Def. antisymmetrisch unter Index-Vertauschung) ()
bt “w

. = Z( 3 1232
zB: 1= f.-—‘ Gas) =1 — &, =+ = Te3)= — I £ =20 (10

/




Def: Determinante einer nxn Matrix: Sei A = gﬂ ’J’g € wxo.t(C N, ") L6f

Summe iiber Sy , Gruppe aller nl Permutationen, P = [ 1, P2, -, Pu] von (U 2 n)
{ 1 *°° I

d (3
o(d ﬂ = Z_ (51M P) A 'QPLL N v‘v\ ‘Leibniz-Regel’ (1

(e .g) Pe S"‘ i (Spaltenindex aufsteigend, Reihenindex permutiert)

:-‘, S Pl P Pnw _ . . v, 12 1
Z E‘Pqp,___,fm q lq 2 - q n - ii(z,_.._z“ﬂ ‘a ,_...ﬂ “n (2)
Pe Su

n-fache Einstein-Summation
Terme, in denen nicht alle Indizes verschieden sind, sind gleich Null

Alternative Schreibweise: sortiere in jedem Term das Produkt so, dass Reihenindex aufsteigt:

r\ W P- W °
z.B. FIL‘ q‘zg3sr Hllﬂzlﬂsz , oder allgemein: TI' Q_L-i = I (—\AP-.\( (3)

1=t ;\::\
(%3] ) IO . ~1,
| (A d : = = P
M A = Z Ssv\ ®) A o A o, H"\P_lq ) enn: P, ! =1 |
oy~
Pes ™2 SJ"‘ (P”') 1 Summe iiber alle inverse Permutanionen
= 7 53'1 (7 A'Pl AlPt FJM?” ,— = Summe iber alle Permutation .
PeSn (Reihenindex aufsteigend, Spaltenindex permutiert)

€e) =  _PPL..P, L 2 v S T T 1 2 Y
= 1’Z€:5|42 A Pi A pPr -~ A O 2 2o du A hn jz"'n I (6)
L6.2 'Laplace-Entwicklung'  (Entwicklung einer Det. nach Spalte j oder Zeile i) Lbag

Die Determinante von A ldsst sich auch wie folgt berechnen (ohne Beweis):

Ras /04\ Elemente von Spaltenvektor j, mit
12 4 e 1 L
Entwicklung nach Spalte j:  det A = S (=) s)(l(k. Ak & en beliebig, aber _L (1)

R= ¢ d \ (d.h. keine Summenkonvention fir j)

A(‘l' A n i*"*ﬂi ﬁElemen‘re von Reihenvektor i, mit
Entwicklung nach Zeile i: = E‘( Y R T r jeq .., n beliebig, abe-/\‘ @)

(d.h. keine Summenkonvention fiir i)

Def: 'Unterdeterminante’ oder 'Minor': Ml- = Determinante derjenigen (n-1)x(n-1) Matrix,
die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht (30)
Def: ‘Kofaktor's (1" ML\ = A "\" (3b)
I &0 M \ Wl M2 2 el g3 3
Entwicklung nach Spalte j=1:  def A = )M e_: s )M A s gt M e..L @
Beispiel: k=1 k =2 k=3
s ‘ R 2 [-3 | « |~ 3 .\
= (. 2 4+ (~1)- A+ (=) . -0 (5
43 (-1) ,z 2 47; ( ‘) 2 2 ) y 3| W )
——2 — —
2. (k2 ~23) —(-32-2-0406 = 12 Y

Wadhle Spalte oder Zeile mit moglichst vielen NGWe'nj- dann ist Rechnung einfacher!




Geometrische Bedeutung der Determinante fiir reelle Matrizen \ Loh
| dok (A, Fu . AaY] = Vol (B As, ... AW)

= Volumen des n-dimensionalen Parallelepipeds, das durch die (1)
Spalten (-oder Reihenvek‘roren) der Matrix aufgespannt wird.
Lo 0 (c-s) _ v
Check: 30 Vol (,533) = |t (Tris)| = |Bp w' ol |dt(x,5,5) @
Spatprodukt
T N .k N e
Check: 2D (ﬂ(«?ﬁ)) = (U FUNTI deno) = T ALUISN [: - h 9] (3)

s L5FYWES) - 45,8)
= Z [(U": )L(wj)t - (v“:wi) (GJQJ)] [i=j Terme kiirzen }

“ sich zu Null
= ()" () + (rO)') - (vt et )bt - (%) ('
—>

kN
= (v‘w"- - U lg') gleich

AGES) = (o't —otwt( = Legutall = WetEE)

()

Konsequenz fiir allgemeines n:

At A =o = VWbl =o =5 Reihen-und Spaltenvektoren sind linear abhadngig!

Einschub: €4.2-5 Determinanten und krummlinige Integration ‘ C 4.5a

el
8182 (vixva)

Integrationsmall = Jacobi-Determinante (!)

(C4q.1) s
2D-Integral: fés £(7) =q j‘(']' st; “33..1._ x%z-{:u HF(‘]':J; )) l)l(y )

kartesisch: + = (x’ )T

82vy r(yty?+ %)
>

W Axt :
- — AN INE 2| _ v e | _3_5"_ 9;] (X y)
"93"_ "7:(7"" DTT:“' oy 75*\ 2% 39‘: = MJ[ 3\’ f 204", ) RpL 5 5
J J Kurznotation
3 _ 2 [o(¢ ,x*) 'Jacobi-Determinante' (in 2D)
Also: Fldchenelement: 43 = A‘j‘ dy 'b(ﬁ':ﬂz) @ 'Funktional-Determinante’

_ (C4m.1 R B . ~ o
fovegratr |4V £ = Jag: L5 Jagt 1057 52 )AF ety -0)

Integral:
(|1-) iy, % y")

Spa‘rpr‘oduk‘r der Koordinatenbasisvektoren = 'Jacobi-Determinante’ (in 3D) ' +4, p B )
kartesisch: T = (', x%, x3)T ‘Funktional-Determinante’
P )4
Pyt s . - 3%
= 7\ oF Lo (L6c.5) ag‘ zil x| M[E,Q—r— }il AAx' ¥ x3) - [
B L= —— —— ——— — 2 ,
(“3‘ ” 3‘) P By 3% % \ TG 5)
X
Sui Yoz o9 Kurznotation
’ ‘SL ’ oaAx' w2 x3)
Also: Volumenelement:




Krummlinige Integration in n Dimensionen

i Uk — Mcr” ST )
- : (t
g — Tlgy=x(g)= |-
k"'um"“'i”ig'/tj ) (”kar"resisch ((j ’-")T‘)
n-dimensionales " ‘ Ax “)
'Volumenelement": V- = d'? "'J')“ ' RS @

'Jacobi-Determinante’, FunanonaIdeTermmanTe = Volumenelement, welches von

Koordinatenbasisvektoren 5 = 3" aufgespannt wird: '

3 gy (2 dx . 2xX)

3 2y oy oy

- - - . xt aut ax?
| = [, e At [25 2% %] _ gt AT N )

2 " DR e oy B v !

ZARUCTENE L

Xt oxt X

RTIRTS "

n-dimensionales Integral:

Jo( X Sd " (%
" d
Das ist Verallgemeinerung der Substitutionsregel, (C29.7): .“7‘ 6 = J"jj '((—;l{:(x%))

5(\(‘,
3(}',

f*u J“

-:_'x )\{:( (p .,x“(ﬁ)) 0)

)

L6i

L6.3 Eigenschaften von Determinanten

. Al
Im Folgenden sei ={(.]1’.§ 3 Mat(C .“t"‘), B =| . wl= Spaltenvektor j eC" (‘)
{ ¢ |A §
. " | ) | - -
Notation: dt A = ﬂ" “.7‘ " “."\ = dot (Ql P ,ﬂ n) €A
A w :V\
AT A AL
(i) Diagonalmatrix
Fir A = % 1 1'2 = A 0 (3)
L \‘ 1A
°© )
“ nur der erste Term
gilt det (A) ’\ 12. ) = T( )‘1, in Leibniz-Regel ist )
t=1 ungleich Null
[vergleiche 2x2 Matrix, Gl. (b.5), 3x3 Matrix, Gl. (d.1)]
Fir Einheitsmatrix: et ( ﬂ. ) = o= &)




(i) Transponierte oAk HT = det A () \L(, '!

= §qi. T _ T T 2% n=(l;3. L{'z
é {ﬂ‘al, A Slqj 11 F)J “ﬁ'\l ® a—s: & 3

. (2 - (f.
Begriindung: det (A 7) (’C;d 253“(P) T QT'P" @ Zs\ojn(?)'ﬂ'azpi (:) At ( g)
P i ‘ P P
Spaltenindex aufsteigend, Reihenindex aufsteigend,

Reihenindex permutiert Spaltenindex permutiert

Konsequenz: alle Aussagen fiir Determinanten, die im Folgenden fiir Spaltenvektoren
einer Matrix gemacht werden, gelten auch fiir Zeilenvektoren einer Matrix.

(i) 'Multilinearitdt': ‘
/__JC_\;J_]\'SPGH'C ‘t'\'J—SPGH'C JVJ‘SPGH'C

dek (-, AB +/t5 so) = Adet (o, B, L) wudet(-, S, ) g

o T - t — - P
Begriindung: links = %SjK(P) F\? - () 2 4./,<C ) Sj F]an\ )

v’

= 1 Zsp®Oa (P ah, FZsga(P) AL @)% P = rechts (4

[ jede der n Spalten l (4)

M
Multilinearitat impliziert ‘Homogenitdt': o(d'(;( A) = ;\ ot A liefert einen Faktor)

(iv) Antisymmetrie (Vorzeichenwechsel) bei Vertauschen von Spalten: \L_ LR

old (ﬁ‘(, ...,ﬁ,—u /E‘:\j: ;ﬂ:) = —d&‘f (ﬁ(, -..,Z,®, ...,E@, ...,\;\:\) 0)

Begriindung:

{.2) g; 2:
links (= ze‘ .._‘ei._.(:‘ . ﬂz"___ﬁ ‘-b oo ﬂ&\\ e A‘e"v‘ (ZS
vertausche Indizes: liefert (-1); in jedem Te}ér Summe, vertausche Reihenfolge der Faktoren
2 ?
= _ i fl A: . v "
oty A AT AT AT 2
benenne Indizes um: ‘e; & 64 )
_ £ ¢, ¢ 4 2
= if,---ei 6‘ e AT ,’.\@ Fbj .A™, = rechts (4)
Antisymmetrie impliziert: sind zwei Spalten oder zwei Zeilen gleich, ist dot A = (o) G)
Begriindung: (1) mit i-Spalte = j-Spalte:
Ad (n‘l Tt Ai/ e /A(',f ,ﬂn) = —0‘6% (ﬂ(, ""Qi/ e /Al;, ...,ﬂv\) (")

kB - _dhA = kA =0 o @

[Anwendung in QM: Pauli-Prinzip fiir Fermionen!]




Konsequenz von (jii,iv): addiert man zu einer Spalte (Zeile) die mit einer Zahl @ IL (,‘e
multiplizierten Elemente einer anderen Spalte (Zeile), andert sich die Determinante nicht:

A (A—_lf) - -‘
M (n‘l .o n "'/44 1", j, 9 “’> M(A(, M} Qil"‘/ J )

bopdat( e B )

zwei gleiche Spal‘ren €.» T:TJ fal

Konsequenz fiir GauB-Algorithmus: bei Zeilenaddition der Form [z} +Iul‘z;] dndert sich Det. nicht!

(v): Falls Spaltenvektoren von A linear abhdngig sind, dann gilt det(R) = o 2)
(oder Zeilenvektoren...) w - R
Beweis: falls Spaltenvektoren linear abhdnig sind, gilt: 2 ﬂ,; ¢t = o \ (2)
. v N 0 - > o
wobei nicht alle C" gleich O sind. Sei z.B. ¢ 40 dann A.=- 'E—w Z V]bc O
— L=
Eingesetzt in o(d,‘(A) = M(ﬁt . ) fzi ~t ) nv\) ()
-
) 2 = L )
= olef (n') ttt D \qv\-\ )y T Cw g‘ . ¢ ) (&
Multilinearitat: ) w=r . - (h )
M
W s T e, A ) ®

1=\

gleich Null, da in jedem Term zwei Spaltenvektoren gleich sind (weil t € il, 2, ..., M-1} )

(vi) Konstruktion der Inversen: Cj"‘){- L-t)hﬂMR : IL bw
Laplace-Entwicklung nach Spalte i w oo
4 - Y - Yy (6_‘_) 2 Q R qh.
dek- A= ot (B, By, o, Ay, B0) S 2 BT 0)
. Spaltenvektor an Position i
Spalte i }— Spalte j (#t)

Falls 4,; durch Kopie der j-Spalte, A“ ersetzt wird, sind zwei Spalten gleich und det( ) = O:

O(E_.‘S)M(ﬁl,--',ﬁ' i) ﬁ“) “’Z ﬂk q°. (j#i) &

Ve ': s = - "‘s
J " Rt Spaltenvektor an Position i
. ; ~ R
Betrachte nun folgende Matrix: C = {C’gj € wmad (C ‘V\M) , C tk = A, (3)
A
(Lsk.2) w - . det
. "3 (3) ! 2 Xk R . (50 b
.A), — NA b :
(c-a); - ZC A= e AR w

_,_{MA falls  o=j (mn ()

‘1. — =1 [ (
Fazit: C = A @ o fals i*| w2 W

Satz: die Inverse der Matrix A existiert genau dann, wenn ot B £0 8)

-t _ 1 (5) ah'
A = mit C 0(—'}——"5'— Ul)

und ist gegeben durch




(vi) Konsequenzen von det(A) = O: Lbn

M(ﬂ) = ° 0

(m.8) -1

=) A existiert nicht ®
(L5.4k.1) n

&= Spaltenvektorenv. A sind linear abhdngig und bilden keine Basis von © 3)

2’% Reihenvektoren I “ Y v v u « " " w  (4)
(L5.4k.2)

= Nullraumv. A ist nicht-trivial, d.h. es exitiert ein G #06 mit A-z=0 G)

(vi) Multiplikationstheorem: M( A-B) = (0(4;(, A )(owt R > ©

fiir nxn-Matrizen
(Beweis: ndchste Seite)

- =

(vii) Determinante der Inversen: M (ﬂ ) = (M A ) (%
-\ ( -

Beweis: (0(2! ﬂ)(MA ‘) f_‘-) M(ﬁ) ¢ A ‘) = Mﬂ) (ﬁ-") | o ®)
=1

Beweis des Multiplikationstheorems \L bp

= by 1 - Lo b I
M(A-R) = Zi,"‘iu (A-8) . (.cl.g)t“v1 = Zi,"'i\. Q‘Jlgl\ ... A J-“.BJ " 0]

Umsortierung der Faktoren in jedem Term der (n-Quadrat)-fachen Einstein-Summe:

(A's vorne, B's hinten)

A R N U o

L \\‘ " &“ “
€2 1 A It :]l«
= db{(A\;”,q\(“) B | e B v (3
Umsortierung der Spaltenvektoren von A in jedem Term der n-fachen Einstein-Summe:
- W(,q“ o A,) g.!\_“&iﬁh. 34'«“ (%)
2t A et R ©
Levi-Civita-Symbol in (4) liefert das Vorzeichen, das beim Vertauschen von Spalten entsteht.
Beispiel: =) Sy Y
~ ) 3 2 |
frny dA(A, A, A) = 2, dX(A,4,,4) = g, dA(A,4,,A) @

t’!‘l ("): E'Slt M(A' )ﬂll 43) = M(A.?)ﬁl) A"-) , denn (ZSH.)‘L = | (#)




Zusammenfassung: L6 Determinanten

Determinante: diagnostiziert lin. Unabhdngigkeit d. Spaltenvektoren einer nxn-Matrix

\ZLéa

o _ - PI Pu _ , . ;'( v
imizeger el A = T aqulp) A A = £i i @Y A, O
o (2 ) ‘o‘ a Q ¢ ‘
2x2: l \ = a -a 3x3: ot gt = . v(d R
w® bt o’ W 3 ic\‘k. x () C (2)
N~ R S hier ket
Laplace-Entwicklung: O(QL A = 2 ﬂks AKS - E;‘ A Kﬂ R (hier keine
k= = 3
‘ (j fest) (i fest) ( )
N . »
Kofaktor: ﬂ L (___ \ )L +J Mi/\ Unterdeterminante: @)
J (streiche Zeile i, Spalte j aus A,
bilde dann die Determinante)
"
Diagonalmatrix: ot ( A S‘\\\ = I 3\,, ol 4 = | (5)
L= /
ot A
Transponierte: det A = ©)
|2 Leb
Multilinearitdt: M(ﬁ,, - A g +/AE) -, nm> = ;\dlit(ﬂh - g ' ',n“)_ coalt
— - -opaite
j-Spalt + oot (B c ] ; p
J-spalte pdet (R, .., ", "
Antisymmetrie: Vorzeichenwechsel beim Vertauschen v. zwei Zeilen oder zwei Spalten.
... B . c ) = -Ad(.. T, .8 ,..) (2)
Zwei gleiche Spalten oder Zeilen: At ( .-, 8,.., B, ) =e (3)

. . A igi l A'zc- Ci i Z)hi,
Konstruktion des Inversen: = (3 =0 = g k)) , Cr-= _ﬁ (%)
et A + 0 &  Ainvertierbar &  Spaltenvektoren v. A sind lin. unabhingig

Multiplikationstheorem: olet (A - B) = (o(bi A ) (o(e)f R > (s)
o =
Det. der Inversen dft (ﬂ ) = (M A )

(€)



