V3 Felder (Funktionen mehrerer unabhdngigen Variablen) \\I?.la

Orts- und zeitabhdngige physikalische Grofien werden durch "Felder" beschrieben.

Beispiel: Maxwell-Gleichungen der
Elektrodynamik: Vektor-Analysis: niitzlichen Identitdten

MAXWELL'S EQUATIONS

In general: 1 In matter: PRODUCT RULES
: jE :_"ﬁ : jg‘:, ™ (3) V() = f(Ve) + (V1)
P 57 @) VA-B)=Ax(VXxB +Bx(VXA)+(A-VB+B-VA
V-B=0 . V-B=0 . () V-(fA)=F(V-A)+A-(VS)
VXB=u03+poeo—at— VXH=J+ — (6) V- (AxB)=B-(VxA)—A-:(VxB)

M VX (fA) =SV x A)— A x (V))

AUXILLARY FIELDS
®) VX(AXB)=(B-V)A—(A:V)B+A®¥.B)—BV-A)

Definitions: In linear media:
D= cE+p (P=cnE D=k SECOND DERIVATIVES
HzﬁB—M EM:X,,,H, H="18 ® V- (VxA)=0
(10) ¥V x(Vf)=0
POTENTIALS: E= -vv -2  p_gxa (D VX (VxA)=V(V-A)-—va4

Jt

Ziel der folgenden Abschnitte ist, elementare Rechenoperationen fiir Felder einzufiihren.

Beispiel 1: Temperatur im Zimmer ‘\/3.15
( Menge aller Punkte im Zimmer u/\
T Uk — & =
L4

T +— T ¥) = Temperatur am Punkt T

Beispiel 2: Zeitabhdngige Temperatur im Zimmer

T: TrxhcryR — R

Zeitintervall

=l

('t,?) — T({/ T) = Temperatur zur Zeit t  am Punkt

U

Beispiel 3: Luftfluss durch Tunnel — —_—
— 3 3 ——v — —> f—;’—o :
Ve IxU € RyR"— R — — = =V

7)) v— (1 ff.‘) = Luftgeschwindigkeit zur Zeit t  amPunkt T

. ) 2 7.
Beispiel 4: Ferromagnet /" Menge aller Vektoren mit Betrag = 1 > {F;}{;/:;i%
-~ 32 (> & =

R: IxUCRxR — ST = §d e\ Nn=} M
- U

¢9d — V\u,i:) = 'Magnetisierung' zur Zeit + am Punkt ¥




V3.1 Definition von Feldern \ V3le

Allgemeine mathematische Struktur eines 'Feldes':

F: Mcrt — /. c®

-—

{

— T
=yt F(g) = (F'(i),_.., F"('j))
M: ‘Basismannigfaltigkeit'
L * 'Zielmannigfaltigkeit
F(y)
‘Mannigfaltigkeit' = 'glatte geometrische Struktur' L
(fiir aktuelle Zwecke: d-dimensionale Teilmenge von 1K ™)
Nn- “
R

W=l . 'Skalarfeld' % )

Beispiele: Temperatur, Druck, Dichte \ A

nst. 'Vektorfeld'

Beispiele: Luftfluss, Magnetfeld, Elektrisches Feld, Gravitationskraftfeld

Skalarfeld: F : B> 5 - \\/3.\(‘
(z.B. Hohe eines Gebirges)

Vektorfeld: - - K> — R

(z.B. Stromfluss im Wassertank)

— 2 2
Vektorfeld: U~ : R — T
(z.B. Stromfluss an Wasseroberfldche)
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Wie tndern sich Felder als Funktionv. X 2
Wie bildet man Ableitungen von Feldern? C3: Partielle Ableitungen




V3.2 Skalare Felder (diw [ = n=1) V3.22

Beispiel: Hohenfeld

A: R® — R
(’3»:; AT g i
L% =(\(y,j) = _—‘————{—-—- @)
(x*+y) ¢ e
Kontur-Linien: ﬁ(x, y) = c,ous{- ®)

Dort, wo Konturlinien dicht liegen, ist es 'steil'.

Funktion dndert sich am schnellsten in Richtung senkrecht zu den Konturlinien.
Frage: Welcher Vektor gibt diese Richtung an?

vergleiche 3 &

Antwort: Gradient: ‘7’&..(\/3&5) x = __2¢ey) [y )
* WA [l oec]’

i . 1 vl I

(wird im Folgenden eingefiihrt)

Totales Differential l\[;.zb

Gegeben eine Funktion - : Mcrd — R R ﬁ)\
T — £z p

Was ist die infinitesimale Anderung von ¥ (#) /| -

an einem gegebenen Punkt  T&M
entlang eines vorgegebenen Vektors € pt 2

r +ou

‘totales Differential' liefert die Antwort:
d
df.; R — R |
rs vergleiche

u s dLG) = lsM s [f(res) - £ Mutterller
—2p

Das totale Differential A{F ist eine 'Maschine', definiert bei T

-

die einen Vektor 14 frisst, und als Antwort eine Zahl 'ausspuckt’, dfs (5 ,
namlich die differenzielle Anderung v. f am Punkt? bei einem L -Schritt

Anmerkung: trotz des 'd" in der Notation, ist das totale Differential im Allgemeinen nicht
infinitesimal klein! Es ist nur dann klein, wenn der Vektor im Argument klein ist!




Totales Differential in kartesischen Koordinaten \U 3.2¢

ZF\ = ;l_'\(;) (identifiziere .1"3 mit x )

. o R ) (€3d.4) " k
dfo(wd = 3,'_”{”& FSRY - f(2)] = %E‘;U = 3R£ U ©

Tot. Differential ist linear: 0”'; ( awn + b i}) = bkf(a M.‘2 + b w'k') )

Wirkung auf Standard-
basisvektor:_

k . .
0"‘&-(2‘]\ (2 )h_g (E\Q\/ - )_F beschreibt Steigung o

dh wihle % = é‘\\ - A von f in j-Richtung
o
Tot. Differential von . 0 ik licfert i-

. . 1/ = _ 1 iefert i-Komponente
Koordinatenfunktion: 0‘)():(14) = )kx w = U des Argumentenvektors ()
dh. wihle €(#) = x* =

k
#a(a) = 9,f dxila) (s
(4) eingesetzt in (1): 2lu) = b Xslu

dies ist die 'saubere' Begriindung

= = = Z_ dx fiir die Notation, = 2% 4.
(%) gilt fur beliebige ket = A‘r Pkl @ die wir bei Integration Qur‘ch')" 4

Substitution benutzen!

Beispiel: Hohenfeld e y) = (77:‘_‘/—)1—4- . = u‘-‘)T \US.M
(c.) B o 2
M (@) = (b + () w “o 2en) e w ] g,

= ——
[(erﬂ H’] nachdifferenziert

Kompakt- (& 2(ey)
notation: dh = [Gerep)iec]” [zx dx + 1 d‘a] (2
(2 2
: sy oo 208ey) " Auli _ v
Check d(\; () = [ [z_x dx(ix) + 1 j(u) ] (1) )

(c.4y u* o y konsistent

Beispiel: [AD-Buch 5.434] Druck als Funktion v. Volumen und Temperatur: P (V,7)
Seien AV, AT kleine Anderungen in Volumen bzw. Temperatur. Finde Druckdnderung Ap |

6
Totales Differential fiir Druck: AP 8 'qu dV & 'D.I-p aT (4)
Mathe-Sprech fiir (4): dp, dT, AV sind totale Differentiale. Angewendent auf kleinen Vektor %= (aV,aT)T

liefern sie: o[p(i[) = )vp dV(z) + ')TP,{T(,:) . 2utreffend, denn aVv, AT sind Klein (s)
(c4) 3 (€3d.4) (1) = A t_rgesuch're
=7 op AV 4 paT = p(V+al, T4aT) - pUT) = AP & [ \inderung |

Physik-Sprech fiir (4): kleine Volumen - und Temperaturdnderungen, 4V, 4T liefern Kleine Druckdnderung, ‘*P
Diese Sprechweise ist etwas schlampig, denn V, O(T, o(r sind totale Differentiale, nicht kleine Anderungen.




Gradient e l_\/i.z_e
db@ P U@ @ =(of )t = O St = LU T
x X |

(1) sieht aus wie ein Skalarprodukt von lf mit einem weiteren Vektor, <f) ) ﬂ) = " Sk U-‘l

dessen Komponenten aus den Ableitungen von f bestehen.

Def: 'Gradientv. + amPunkt % ) §(z)
. St £(3) L e
'fsrwi-Fl = -ﬁ-c ! MC.TKd — Kd P X ‘—"?Vﬂ- = &2 = ei(V ;) «
2 f(z)

i-Komponente des o Ph L\ 3 . .
Gradienten-Vektors: @' = vt =,_,§ S (DJ‘F) - )iF S W &= [[]: -, C4= [?]

0

in kartesischen Koordinaten (= orthonormales System!)
Beispiel (d=2): A l
Hshenfeld: (xy) = Reyree
(siehe Fig, Seite V3.2a!)
& vergleiche (¥ )
- 9, (a.4) 2 vy [
V£a ¥ =—-—— 2X = [4 ‘a
" (M) [wwlz[ .) (Pt ()2 e

Geometrische Interpretation des Gradienten-Vektors \\/3,7_ f
Skizze in d = 2 Dimensionen, zur Ver'anschaulic'hung: f(xl’ )y T T - ~
— XI A “I - ) -F(x) |
X = , N = , V. = N "

SVARLI AR S

(sei ein Einheitsvektor, Richtung beliebig)

(b1

|
A { PN R . |  f-zeigt inRichtung
d{';(l'l) = Sl‘:l, $ {":(“'SV‘) "'F(X) ] ) ev | | * maximaler Steigung v. f
) ~ b z
= Anderungin W -Richtung (3) g ! |
N |
(e.\)<... n " Vi
= v][‘;j n > |
(L2.20.9) ! Hohen-, Konturlinien: £ (%) = konst.

= we [T ®

‘ PR— '\_7',[; zeigt in Richtung maximaler Steigung v. £l
maximal falls 0 | Vf= = —
maximale Steigung ist gegeben durch Il vf,-, ” ()

[} — -
Ofalls wn | V7 -,(;: => V[; steht L auf den Hohenlinien v. £ @

(allgemeiner: Hohenfldchen)




Beispiel:  Sei
Fﬁ;)-‘- %0 = ](x')zi- ()« (x3>L=

_ RIG
Th = g )
33 F(y)
N 2 2 "72. | X‘
mt V4= 2 f [y v e e ]2yt = 2w
-}—xl— x|l
X' 2
Analog fiir die anderen v_f__ = _':- | = 3\< = nach 'aussen’ N /'
Komponenten, also: x1 v gerichteter ©

Cp . \
Einheitsvektor / \

Nabla-Operator \ V3ath

Erinnerung: Gradient

- d d - - (o
. (l) = ._. = [ =]).
V'C . MCK — KI m'T} D S e (:] , J eo( [‘]
l%f%(’i‘{'\' r(7a£$ \(e-lb ?l‘r(_.) 0 |
> 5 @3 oo | £(5) =
s o= | @ |2 3 ; Zeb [ = %( )
B . b=(
=\ L ——
LGy Bl =
Definition: ‘Nabla-Operator': PR
(in kartesischen Koordinaten; - 4 Bi, 21
Definition iiblich fiir d = 2 und 3) Vv = Z e, = . @)
1=t ‘
(nitzliche Eselsbriicke, zum Merken von p) d

Gradient, Divergenz und Rotation)

V ist ein Vektor-Differentialoperator, wirkt auf alle Funktionen, die rechts von ihm stehen.

t\ beinhaltet Ableitungen
)

liefert einen Vektor, wenn er auf eine skalare Funktion einwirkt




‘Vs.zi,

l
. -/ 3 3y
Beispiel: v(e ' sin(x"“)) - ¥ (e 5:':4(7(‘)) = " simee)
(d=2) P 3x'
0 e co(x?)
()
Mathematische Struktur des Nabla-Operators:
Raum 'fer' Funktionen:
Sei e F = 3_ 3 :RT>K, ?—aj(?) \ g hinreichend glaT‘ri (®»
— d /
v: F — F £ @)
f +— '-V.‘r = . @)
i
Rechenregeln: ?({: + 3) = vi &V 3 (s)
= = = P
V(F ‘j) _ (V 'F>j N F(Vﬁ) (Produktregel) ©
Beweis V. (6) d ) ([%\ Pr‘oduktr‘egel ;I) ﬁ . £(3L3) (})
Totales Differential in krummlinigen Koordinaten (das werden Sie spaTer br‘auchen) V3.2

Koordinaten-
U

system:

Funktion: f Mok T 6

Induzierte .

Funktion: f:U— \R«, 5'—-’7 1(‘('7"(35) = Q(a) K

Totales Differential: o Tt'.-., U
M;(S»(a) - 3 (£« $3) - (:(4’-“(5))1 w L
(c3b 2)}:\(3" ""JJg' weig*)
oo § BT TR EE )@
3 () 2 It i s5)- Fg)| 2 Fag (G ) - fecin] = 25
#(3) J W R Rl J §40§ { J 7J&' ((o).
Kompaknotation: d%(ﬂ\ = 33\,10 3) = 3 f(2) fandogmenn @

—M , '5\—9?(’3")

/6df

®

(w)




Totales Differential in krummlinigen Koordinaten (Fortsetzung) (analog zu Seite 7) | /3.2l

{L sei ein beliebiger Vektor, entwickelt in Koordinatenbasis: U = 'Tfk l/-u ®
()) L' (2c z:r)* "
inearita -
d &) = 4; -(('U‘ = dimc(vk) Wt = o f u ®
—_
(J?) )Sk F(ﬁB
Fir Koor‘dma’renfunk‘rlon . ) .
‘F(ﬂ = :1 ' dSﬁ (u) hﬂ-” U = 'U.b analog zu (c.4) (3)
SL
(z 3)
(3) eingesetz in (2): d '(: (u) ‘b F da ( L(.\ analog zu (c.5) )
~ otk
(®) gilt fiir beliebige ©w @ = A‘r = 91b. ”((3 analog zu (c.6) &)
(7—) - - % (e.‘) - -
Gradient: df (@) = Df(z. ) W = (BJ -C) w = <\71(Ju»> ©
J 2 & definierende Gleichung fiir V‘f

Der 'Gradientenvektor' —V-'F e R ist durch die Forderung definiert, dass (6) gilt fiir alle U ek

Bestimmung des Gradientenvektors in krummlinigen Koordinaten \\I%.?.C
(Rey  _( . o G =y b
Definierende Gleichung: d;:'[: (z) = < V'F, Uy = (V'() (V'F)R\L ()

Gesucht: Komponenten des Gradienten in Koordinatenbasis: Ei(fff )" (")

2
Wihle % = U] und nutze (j.7): ,\,C::/
(L3.3c.8) /.

9 4L (23 a2y v>“’ @6 (7, 5 =@ 4= G o

(\53 Y = j“ “— Metrik des krummlinigen
Koordinatensystems

(3) of

Fazit: kovariante Komponenten (V‘F) = Z° («)
des Gradientenvektors: 3\']\(

t (E.33C10)&‘\\ (v§ = 6‘\\ D&F = Baf 6)

Kontravarianten Komponenten: (\7'F

Def: 'Gradientv.  { am Punkt 713(3) :

'T'MI‘FI = -V.-C : MC{Kd —fbfzd \'_">V¥ : L(L” = U‘a&)'{: (6)
\J

/

In kartesischen Koorcjina‘ren: 5 b‘£
. t ((y._N. = = > N\ :
.jij = g‘-\l , 0 :3\[)\{—?(‘ , 'U:,..e,Jz(f), q;‘g "Q,")"—F = g #
0




Beispiele fiir Gradient in krummlinig-orthogonalen Koordinaten \V%«lm
[\, hier keine Ems‘remsumma‘rlonl *’1

Fir orthogonal krummlinige Koordinaten gilt: S = i & &n , ‘vi i l& 3 30 G
—_ (e'w_ ‘ A (
Gradient: vf = 3“ )£ ZU‘ Di¥ = % ¢y [3—1":3»4‘ (3
(V2g.4) J’\']T‘l Z; in Koordinatenbasis) (in lokaler Basis)
Polarkoordinaten: T (fz ¢y ij =1, j¢¢ = f)l [siehe (V2g.3)] (3)
(V2g.4)
ﬁ_ﬁ U 3('1; 3-F+ U”s 3¢¢_>7‘ (2-) @ap 4-%@?@( _.@f)'B'F + a¢—?+~F )
(m Koor‘dmatenbas:s) (in lokaler "Bass)
Kugelkoordinaten: v(r,0,¢Y: 34—4- =1 fee oA 9¢ = rEsin’o )
) [siehe (V2n.3)]
2 - - 90 -
TE = 0§ 0F « Tog™ 0 € Tyqtto,f ©
': 17(@) £ x Ue@ £+ U‘f’ .‘FF (in Koordinatenbasis) @
(Vzg 4) e ')4. f 4 ) L + e’é oo qf (in lokaler Basis) (8
Zusammenfassung V3.1 Felder . |2vaa
F(y)
F: Mc 1?3‘ — Lc R'A 7 -
- ] dT = - = lp» Ny= T AL 7 1O Y
3—(3,—--/1 ) — F(S) (F(j),_..,F(z)) | 7 7
V3.2 Skalarfelder, Gradient e e

Totales Differential: differentielle Anderung von f bei 3 durch einen U -Schritt:
i RIor, d AL o [ A[FEe5%) _ o]

$—vo

d

Gradient in kartesischen Koordinaten: Bl’ =9. =

3.
v Dx3
v Meg! B [3’&:))

“g(“) - 3312[('35 W = 9,,5 U = viu R y

™~

' 1 - : = i

grod £ X - O, oy i(Vf )(s? M
fe)

A" l[ 5 zeigt in Richtung maximaler Steigung v. { , steht 1 auf den 'Héhenfldchen' v. £
~— o .‘ — e

In krummlinigen Koordinaten: Vf-‘: = ﬁ?i V‘) =V Gl“ ")JF (in Koordinatenbasis)

In krummlinig-orthogonalen Koordinaten: = € \/é—-. 354‘ (in lokaler Basis)

iz

5!*_' =e, §“ = /.3'.(.




