C3 Partielle Ableitungen C3a

d - - 1)
Betrachte 'f; R =R , X Hy) = F(x, xz, .../xd) (Skalarfeld) (t)
Beispiel fiir d=2: Hohe eines kugelformigen Zeltdachs: Xzi—JZ A t<RE
- T T - 2 ! <1k
x = (49) = xx*) £(3) = [K - xt -yt ]/Z = [R- (' -(x2)™] ™ @

C3.1 Partielle Ableitung

Wie dndert sich § (&) als Funktion v. nur einer der Variablen, X° , wenn die anderen Variablen
festgehalten werden?

‘Ameise auf Zeltdach:
wie dndert sich ihre Haohe,
wenn sie parallel zur

1 -Achse krabbelt?"'

x

Wie dndert sich L(2)  als Funktion v. nur einer der Variablen, Xt 2 I C3b
Definition: 'Partielle Ableitung von f am Punkt X ,nach Xt

U 2 e —‘%—[ O Y QUL SR TR -'-,Yd)] u

% 5 =N nur x» dndert sich, um &
In Vekl‘rornofa‘rion:
g X > , - - - KY
X=(7|=¢€x A7) = (;.,,\'%' [(_(x{rSe;,) - ‘F(x)] = 9:.1(z) )

xd o —_— ¢
)6
Lineare Ndherung: (74§58 = £(z) = 9947 f(x) | I ")
Y

Alternative 2f%) _ Y. [y = PR — - ‘
Notationen: >xb = kv f(x) ¢ THK = g(x) @)

n Lieblingsnotation eher uniiblich

Merkregel: Index oben 'im Nenner der Ableitung’ = Index unten in Kurznotation fiir Ableitung

FC3) |

Beispiele: ?y ( x m(j\) = —X sm7 "
l 3 L

PR ( g,jidin(xzc\\) = 3¢  sin(x?) )

Index, nicht Potenz!] X'

2, (3% sint) = € W) (@




C3.2 Mehrfache partielle Ableitungen (rekursive Definition) Cze

2 [jxj ﬂ

?.

P > £
3( \{:(7‘) = K S'( ) ) (')

]}
|
n

o (0_ - = 3Lz @
s p o)) s 2 h0) = = !
A ol
Gemischte =
. 9 )| = ¥) = N= o .f@) = L.(2) ®
par"rl‘elle | v ‘(?XLF(Y) Dxfl DX.L‘F(k) = 35 9_;;()‘) J"“F(x) {{'(K
Ableitungen:
| / 3y
Beispiel v. 2, 3 (£ (k) ) ), 3e  sia() = 3e el ? “
Seite C3a: ~ B gleich!
o 0, (e Sinl x))(ké(')?, " () = 20" to>(x*) (53

Satz v. Schwarz: Fiir hinreichend glatte Funktionen sind partielle Ableitungen vertauschbar:

£l v X 2. F) x
|2~ » Wy = 9 fG
’ = y J_rf DR = % ) "

‘Hinreichend glatt' bedeutet: alle Ableitungen bis mindestens zur 2.ten Ordnung sind stetig (AD-Buch, Seite 231, FuBnote 12)

'L - . e
WF, f, W, [Beispiel wo dies nicht gilt: AD-Buch, S. 231]
C3.3 Gleichzeitige Anderung aller Variablen ‘ C3d

'‘Wie dndert sich Hohe von Ameise auf Zeltdach, wenn sie parallel zu £ krabbelt?'

beliebiger, vorgegebener Vektor

z =S
FeRo— R, 94— £ () P 620, +0(6%) ~_ | Fly'+ 021,57+ 62%)
Wie dndert sich eine Funktion 7[(5) )
an einem gegebenen Punkt = (4!, ut)'

wenn sich beide Argumente gleichzeitig

-

dndern,von nach « + $ 2

- T
mit © Kleinund 7= (?'J %) beliebig ?

Yy
esgits (% ¢ fG s - ()] = £¢ F(3’\4 87 %ﬂg) F2kg 2 o
J=t
(Begriindung: Seite C3e)
Verallgemeinerung: Fir [ . W\d — R, 3 — ;(5) gilt: &]]

d
l » Soes) o[y - ) g Merke: .
s e S [ I(ﬁ+ S Z ) [(3 3} \jz ﬁ 3 ) szVCll:lanT?l.\lfT(ab."?onEJ “near‘ In z-J ! (Lfl




Begriindung fiir (d.2): f 52001 + O%) —_fy S +52,7+57%) |C3 e

explizit fir d=2 | Flyi+ 621 42)
< T L e
§= (4.9 2 5201/ + O(¢?)
St=1(g52, 3¢ )T Q) fiy—’g-) (y'+ 621, 42+ 62%)
y
[4?(5'4.32’)— ﬁ(j‘)] = ¢ ® (y"y%) (y'+62",%)

Y

subtrahiere und addiere dieselbe Grafe

&) L2 setbe !

[12 £y s gt S2Y 5 {1 esaq)) * H o554ty ) .
= (5%) L F{'J‘*SZ‘, 31)) + (5299, ‘F(g', 3") A s)
= SN[ £ SRR ] (32098, 4 “

(5) in (3): vernachldssigbar, weil v. Ordnung @(£%)

' i . 2 . . v
g"':o;[¥(§+<oi’)~£(5)] = g[a Ve s k] = Z%Fq) e s @
J=|

Analog folgt (d.4) fiir beliebiges d

Beispiel fiir (d.2) C3f

flgy = -C(bb’,fa") = (3'%“‘)‘ ("
. -4 )
i § [He§3) = €G] = 2ty 59 =« 2 figye ®
= ?.(114- ZUI) 2 C([J'“Jt) 2t (3
Explizite Rechnung ist aufwendig... :

‘C/q',jz) = (‘3| Y. 61‘1" ¢ 1(‘11)1 (4)
g(31+$2"1"+ $3t) = (1'4 Sz‘)z + L(a'lf 82'3(33%%‘)*«‘1(«3‘4 f‘t")L s)

=U“SL + z«J'Sz' +(§z')’- + 6[{]']1 ¢ «J‘Sz"f 52‘3‘+§‘ogh] + 'i(t]‘jtusgziz” 9(4?25. (6
=(t]‘)1+ 43'31 + 7@")1 t S{sz oy c«atz‘ 46312‘ + ls»{ 2] ¢0(9) @
= I/‘]',ﬂi) + 3[2(q'+331)2' + 6(1‘451‘)37'] + 0(%*) )

Sh—:o §[¥(114 S, ¢ Ta) - F(fI':'JI)] = i) Ugry)2™ = o . (@)




C3.3 Kettenregel fiir Funktion von mehreren Variablen i ng

'"Wie dndert sich Hohe von Ameise auf Zeltdach mi‘ereiT, wenn sie entlang ﬂj(x) krabbelt?"

beliebiger, vorgegebener Weg

f
d -
FeRor, G b))« R ) 0 = : (&)
6 ‘R ‘KA7 x B %(x) = (%‘(*)’ Tt 3‘(“))1- ® g I 2
g
od s RoOR, x o FEO) = {6, -, {63) )
g(z)
In Skizze: d=2 g
i~ d § (7)) DE(7¢x wie normale
Dann gilt: _____o{;? = JZ —7—2\'—) do: ﬂ Kettenregel, aber  (4)
1 X

summiert iber j

(Steigungvon £ mit X )= > (Steigungvon & mit ¢! )mal (Steigung von j\f-mif x)

J
Falls der Kurvenparameter der Zeit en‘rsprichf x =t
) = 4548@n Z z&m §i) -
dt =
Begriindung von Kettenregel (g.4) Cz4
d 150 _ G L - 2
A $-0 % H(g‘(us ) - g(glk)\] = 3 0
(C1b.3)
Fiir Jede Komponente 4 (x+$) = ﬁ‘/[k) b§ Jk 3 (x) Mu‘r’r'er' aller; @)
von 3 gilt: g"(z) Ableitungen!
Vektornotation: 3("* §) = {04 + s@&f = (ﬁg‘m, . ;égdlx))T (O
(3)in(1)
A‘F(5'(¥)> _ l‘-w\ 1 > - > _ [‘- L oy . A
SR = b [(6) +$du§) - F(§on)] - S_":bg[f(?: i5)-47) @
Schreibe: ?(‘M ‘=§ . Aeqlx) =2 )
Berechne rechte Sel‘re vonh (h.4) mittels (d.4):
d {(5’(1)) (2.4) ’3 'F('Z’ ¢) 3 f(ﬁ’(x)) ds(x) @
dx J"' ?jJ dx
Beispiel: (49" = emlq) + siw(qr) SO =K, g% =2x @

. ? of dd'
%'F(S(O) ‘)_Séﬁ ')37. 0( = -SM{S( J) Z--I"' ¥ m(& (1)) 3= '5'“'}; zr? fm(;x) 3 (%)




Verallgemeinerung I: C33

'Wie dndert sich Hé}pe und Temperatur mit der Zeit, wenn Ameise entlang 3(}() krabbelt?'
£ X

a2\
) "t 'Fm(s)) 03
T
e, gH)) ©)
£7(: T
£7(500) )
Dann gilt (g.4) fiir jede Komponen‘re getrennt:
d P@(x» N Z 2F (3(;) olj‘l(y) . wie normale Kettenregel fiir 4 i,
dx - e 56 dx Ll - aber summiert iber j (%)
Verallgemeinerung IT: C3j
'Wie dndert sich Hohe und Temperatur mit der Zeit und der Wmds;ar'ke wenn Ameise entlang
£ x X 3(7< ) krabbelt?'
i \7//
Fe() A
9 |
g(x)

0

@

(3

Dann gilt (g.4) fiir jede Komponente getrennt:

; d i : - i le Kett | fir § ©

N > e . L=t o wie normale Kettenregel fiir
M(X_)) = Z —FM 23&) i aber summiert iber j ’ (%)

ek J=r 24! xRk k=1 .., n und partiell abgeleitet nach x /¢




Beispiel: Geschwindigkeit an Wasseroberfldche

Betrachte erstens:

(Selbststudium!)
Beispiel fiir 5

4 Geschwindigkeit an Wasseroberfldache, T :
TR — R SI(;) RN
Xl S . ¢ "__\]\] ‘f d =2
X = o S(X B " ) ! l/ / n=-<
xu 34 (¥) \ \\j/f
Betrachte zweitens: T(F) = [U‘(ﬂ } B {‘?) (@)
vE | %
7c: W\OQ — R (wr =1) * .
Y. N Beispiel fiir f: Betragsquadrat des Vekfors Y4 :
> > - | kA
Y :(:J — ‘F(‘/) = 1((1, | ) (3 -F(\T\ = ]\II"“ = (ﬁ‘)lf'%")z- ()
J
Beispiel fiir Verkettung: Betragsquadrat
Betrachte nun Verkettung v. f und g: der Wassergeschwindigkeit am Punkt Y -
- VL e
fog: R — R FE@) = o0 ©
—_ Dl 2 z
x — f(3(5) = (') + ()
. d . o
Aldw, -, 7 ®) © = et = W
Fortsetzung Beispiel: Wie dndert sich Geschwindigkeit an Wasseroberfldche mit %' 2 Cy¢
- . (k.0) L1 _ - z
’)l {-(U’(x)\ = Ib [(x'}.) t Lxl)?—] —[ (0] ¥ (XI)S . |‘ = - —(—s;—')z U)
Nochmal, nun mit der allgemeinen Kettenregel fiir partielle Ableitungen gerechnet:
oy (e 2 5 (c2) T
() =0 0 (Y e H§) s (-, w) o)
U4 = ) :
)l{:(l}'(;)) = Z_; 3 \ U (%) (3)
J7 Y =%z 2
_ A ) A vl @
?y! ‘:5 =) % W’ \5’ =o(z) 2%
() @ G (2b)
AL R A T 2 T
\S((\“'('(l»\ ! ( x‘) 3((\13'('3))\3_ ) ¥ [ ) “
=0
z
= 2y _ e[ - A
’7 =V () ((x‘é z UM(@')) £y ( & ) Y ©




C4 Mehrdimensionale Integration (kartesisch) Cha

C4.1 2D Integration iiber Rechteck
fle, yer)
fola,blxle,d] - 2
(x,y) = flry)
A7 d
Va7
Diskretisierungschritte: (iff,yzf)i/i ‘ 5
§¥_ b-a se d-c R :
Ny Ny
a 5o e
Volumen & Z Z ‘C(XL,'M‘) S"Sﬂ (Riemann-Summe)
A A

Def. v 2D- . X — _
IneTeg;/ral: SY\;; % SKZ 2‘. F(Xﬁ)\seu) = /dx dy '[(X,j)
’ —° e [a,b] x [c,d] <. Integrationsdomdne

Fubini's Theorem: Integrationsreihenfolge ist egal Cub
\i\M X (i S i
[_af:'fr [de]{(x, 3) = $%.0 8 % SSM—> 82 % “xb 3&)g 0
e é 1D-Integral, mit X, fest
I d b d
T gxao 3"% “‘1 Fog, ) = jf* ,(53 He,y) @)
Funktion v. Xp .
Alternativ: kann integriert werden
i ) w § =
lablxle.dl ‘ g 1D-Integral, mit yzlfesf
—_ b d s
= “w‘ 8‘& 2‘ X { -
Intuitive Begriindung: §9- '3 Ja * l: (X ’12) ‘(:lj jjx 'HX ‘ )I) “
Zihlreihenfolge der Quader in Funktionv. Yy,
Zeiler}\ oder Spalten ist egal. kann integriert werden
. [ d d I
Fubini: Lfd‘o;i d[Y df(x,j) = de ,(dj 'Hx/j) = '(dj jdx 'Hx,:’) )
a, xLe, (-3 c c [




Beispiel £ [o2]x[v1] = R, (x,))¢> {(K'f)) - x\‘“ ‘JL CLe

Q)
2 ! 2 ¢ 2 N |
jdx Idﬂ 'F(x’j) = folx fo(j (XJ+ ‘JL) =I:()‘ (X Jz"’ 4‘3\1 ) R @)
© [ N © . <
S felsed) = (B d)] = et s T ®
o o
l I . / 2 Fubini
Z stimmt!
= (ay (4 Y = fay (La" Xy
ij j:{, 7c(7:1) {J Jor(X3+J) {J (z j +‘ 4 ).> (7]
|
(A Lt L. ¢ = 1. = = EX
- J:j(é-wj+z~3)=(l~ztj”3‘3)\6—‘”3 S €)
b 4 F
Analog in 3D: f dyx 0(1“ Az f(x,y,z) = fd}r fdj fo(‘% ‘F(",},%) ©
(8 c e
Lol [e d1xfe,f] Z_ Reihenfolge dieser Integrale ist beliebig
Satz von Fubini ist nicht anwendbar, falls das Integral jo(x 0‘3 \S'(K,'s)\ nicht existiert.
Dann gilt: JP(X fdj flx,4) * fdj fdx f(x.q) Siehe AD-Buch, INFO auf S. 240.
Integration iiber allgemeiner Domdnen Cld

Riemann-Summe:

o S5O S () 0

asc¥ca, Clep) < Jp< colxy)

Integral v. Funktion f(x,y) liber d. Fldche:

j:gdj f()f,]) = L:ffx [ IC‘_(?{j F(""J)J

C.x)

g

nac ini [+ a0y
h:le J'{f-]- [ JH dx ;(X,‘J)]
S

Fiir das 'innere’ (zweite) Integral sind die Grenzen abhdngig von der 'duBeren’ (ersten) Integrationsvariable.

Bemerkung: C+(X) bzw. « ﬁ(j\) l '
miissen eindeutige Funktionen sein; falls sie es nicht sind, — =
hilft+ Unterteilung des Integrals in mehrere Teile: _,_—)




Beispiel: Kreisfldche

Volumen = Fldache x 1

Che

x) Bestimmung der
(dl)‘(:x J: - ]L’"(Czbllj - 1 I % ® Integrationsgrenzen fiir y:
= 3
_R ‘?,, xzqf'; R o
R D) R
= \{Ax [cl_(g) - c_(,,)l =2 50()‘ Kl_ ot w Ct(x) = ﬂ‘,: + ’Rl_ & ®)
— R _ 2 -
Y
Substition: ¥ = Runt Grenzen: R = Ruwn(o) (s) C¢(x) = 3+ |
MaB: % = —Rgwd df R = Rw(w) / %
X
Al Ioﬂ-@s\w{)\fﬁ - R wlt © e L
g [1- et = Rawd @
T L
=z ¢t Jo!,{— st = " ®)
l—o——-f_'w‘/z—" part. Int,

a
Zusammenfassung C3: Partielle Ableitungen oo Zc3
€02
Particlle Ableitung: £ — R
() = (s [F(X ¥ 08) _ ()] o S
2KV S—=o X + €eq)
_ S
=% ) = ) fw) ay T e
Satz v. Schwarz: )i DJ. -F = 3\" 3': £ ) 1f 5z282f+0(52)\’/. fyt+ 628,y + 6y?)
/f(yl%zl,yz)
1c.' mA - R, 6‘ — (:(5) %—5z161f+0(52)
. N fhv?) 022 /1 521,y 4 oy?
i §LHGE6F) —f 1= Qe W | e o T
(v'y%) (y'+6z',9%)
yl
s _n d 2 d wA - n "
I R—=r, F.R>K) f'j"-ﬂi-—vk
. . d . .
Allgemeine 2 ¥ (Z () 2F ¢ kP L=t A
Ke‘rTenr‘egel: ——M = Z (3 L3 M k = (s)
xRk J= )56 > xk Flhieeyn




Zusammenfassung: C4 Mehrdimensionale Integration (Kartesisch) \ ZClo

Integration in (&
b o

fdx fﬂ(\‘j —F(x,g) =
Co c

L ST T Flyg,)

§,8020 £ ¥

Fubini: Integrationsreihenfolge ist egal:

X+(y)

b 4o
f:x /‘30('3, foxygy = f;‘c; fo[y £ix4)

N E))

qo X- (9

Fiir das 'innere’ (zweite) Integral sind
die Grenzen abhdngig von der 'duBeren’

Analog in 3D:

f dx 0{3( Az -F(K,y,i) =
La,bl x e, d1xte,f]

f(xe,yer)

er(@)—=] y\ Cr
a_ - a;
. z
[l
i i
c_(x) <

[ d F
fdy fdj fo{% ef(x,y,%)
a < e
Z_ Reihenfolge dieser Integrale ist beliebig




