V: Vektor-Kalkulus E3 Via

Vi
Euklidischer Raum (ER) = Ursprung + Euklidischer Vektorraum
(Raum unserer Wahrnehmung)
- - 3
Punkt im ER: P = O + T, 1 ¢ R
Differenzen v. Punkten sind Vektoren: I+
—- - 3
P-?P =2 T-F €E
V1 Kurven -
o i R4 il r
V1.1 Definition einer Kurve "
2. T d
v - K “‘I(‘H ©
— 7 =] ¢
t x4t

Interval: T. €K ; wir wdhlenid. Regel T = (0,'() @)

'Kurve': x = { T | teT } = Bild der Funktion ~ = T(I)
[im Sinne v. Seite L1b]

Die Funktion T liefert eine 'Parametrisierung d. Kurve'

Beispiele von Parametrisierungen ‘ \/,b
- T
b M 2x eine mogliche Parametrisierung: 7(t) = ({i . 2t ) ) *I:G(o' D) ()
andere magliche Parametrisierung: 7 (¢) = (i:"; 2t ) I te (0 1) @)

weitere mogliche Param&‘grlsner‘ung 7(t)= ( SM{ 2 9"1'*,) {-e(o 'm) @)
Sin

()= X /

(»f / L4 g

‘ i Eeme magliche Parametrisierung: (4
andere magliche Parametrisierung: 7 ({

naheliegende Parametrisierung: T(t)

(t ¢ )T, bew)

(Cklezt)—rl ‘Ee(——w)oo) (S)

"

R(tm f‘, S;k'l')_f te (0,2"5) ©
¢=1t

naheliegende Parametrisierung: -'f.ﬂ) = Ty (T. - 7}){, {e(b,l) €3}

x T Parametrisierung einer Kurve enthdlt mehr Information als die Kurve selbst:
o . . . ' .
Kurve sagt aus, wie die 'Reiseroute’ aussieht.
Parametrisierung sagt zusdtzlich auch aus, wie schnell sie durchlaufen wird.




V1.2 Kurvengeschwindigkeit ) Vic
—

'Kurvengeschwindigkeit' {4) zzeit t e I e (o) |
ist definiert durch die lineare Ndaherung: I

Flhes) = ®O + 551 (50 |

Tl(4) liegt 'tangential' zur Kurve, |

r(t) ) r(t+6:)
denn eine kleine Anderung, E’«b ,in 1 bewirkt, dass sich * — |
. — . / \ | II‘l
in 25 -Richtung dndert. H"%L’

A (') ¢ A{ ) _ - N . _
e "—'[M[T(_‘*Stg = } =43 = 4, TO = F) © V()3 ©
| &y b dt v
[Vergleiche Mutter aller Ableitungen, C1b.3 ] Wir definieren I als offenes (!) Interval, denn

R L am Rand ist die Ableitung %) yndefiniert.
Komponentenschreibweise: (1) = ¢; () () Am Rand: 7() = Lim _.(d:)
: = é_’tr ‘t+78t

t\, \ 0) g)
Kartesische Basisvektoren sind zeitunabhdngig! (g) (l', 1[, Siehe AD-Buch, Seite 409, INFO. e
2

o T
= d(aw) < G (4) = gy w i

N
w

It® = i) ®
ot

L‘?ﬂ = 1;1-'({) = %C%)

Beschleunigung: al)y = —/ "
Beispiel: Kreis Parametrisierung 1 Parametrisierung 2 ‘L\/l d
b2 —
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v

N Y -
\i{ Y
dhwah
s

%Z ;

7\




Vie

Parametrisierung 1 Parametrisierung 2

: s = n (,“\
ort: 4, (Mli‘:&)x (O Ple) = zat (v o) = gi-nlet)]
“— Quadrat
Beide Parametrisierungen (i = 1,2) =" ¢ % Quadrat, 2
beschreiben denselben Kreis: "1:“ = (x f:\ * ('1,,3 = en 1 ¥ st ]:[
K = I 1‘—"({) l t e (O, 1) Z {t\VekTor':izloderZ W)
Geschw.: 'T.‘:-= = Siw éi(é\] é‘,;(*) 47,(4) = 7 f:,_({) = T osiufed) ©
= dy (1) oo ¢ ; (43 ‘
Beschl.: £ ZR- won il 1‘;:(” + [—S;n éilé\] ?fiu) ) ‘le =0, 4"7_('0 = eosleet) @)
Siw i (£) o> ¢ (£
=4 (s) .
et Z L L ®
Zentripetalbeschl. e Anderung der Geschwindigkeit in Tangentialrichtung
Firiz1git ()] = | IBWL = NEEl = @
4_-: . {)—:' = 0 / 6:| ° al = (0] ('”
Ableitungsregeln:  d, = ﬁ o{”’: = J{(T‘(é)) Vif
Fir ¥(€), () alt) . N
gilt: (F+3) = &F rds o
R Produktregel . -
o, (a"‘) = ) F o (dt‘r) (2)
PR = - 2
43 = @H-s v TS ®)
dy (Fr3 To@D s & Trhs) (¥
Herleitung: .
nach Komponenten zerlegen, z.B.: T = ¢ .ri({) , sl = ?&' sd(4) (s)
d Fo3) = (@5 0) « (g;sin)] ©)
T (g, 4lc) . (’"15“"“ v (2 riw) o (; d, site)) @
—~ ®)

(J.&$ v 35

- F'@tg) -—'_/7(3)




V1.3 Ldnge einer Kurve
kuve: 2 by g, t 5T

Schdtzung der Kurvenldnge:
(mit Diskretisierungsparameter St )

Z “ '\—{{,{- 34_) 4‘({.5“ (‘)
t ey =1 S0 = S0,

Tatsdchliche Kurvenlc‘inge

LI = b L 2 e 8,2 ECO fL | Z) @)

54_' o 8 N /, ¥
oy, =
Beispiel: Umfang eines Kreises: (c2) = O\t ¥ (t) .
) =R (eon 2ut, Sfc«z,rct)T, t e (o) )
. < l/

2 = 2R [simamt, wo ewt )7 L F( = o R [sin +eat |2 @
) (! =t

LIAT 2 Ld* R = zr R v~ 5

Ldnge ist unabhdngiq von der Wahl der Parametrisierung der Kurve *@; FH,:. 8{) V4

d

t-Parametrisierung: T: (o1)— R,

t — 7 O

Argument v. F(4) sei
Zielelement einer
: — ts) @
bijektiven Abbildung: ¥ (A'L) - (O'T) ) S 1)
wegen Bijektivitdt: ;*_s't(s\ >o B

Konstruiere nun alternative Parametrisierung derselben Kurve:

- | -t
T F (St*?’s)

s-Parametrisierung: A (a'b) - m“l , S HF'(S) =5l (5)) @ ?

s-Geschwindigkeit: T LR CRY .
I S dtm _ at@

[dFon = Igrto)n = 1§ 70| 4o ;o T 4, TR

Kurvenldnge: Naal = el falls a(:;)—o

G b ® j 0
S

[6= e 14701 - TR I 0 Py R Ry

In‘regralsubshfuﬁon b=t

Konsistenzcheck erfolgreich: s-Parametrisierung liefert dieselbe Ldnge wie t-Parametrisierung!




Natiirliche Parametrisierung einer Kurve: durch Bogenldnge Vi

Kurve sei durch T (1) — (Rv\ , wi— Tu) 0) sid) _

eine Variable u parameftrisiert. S N)/,
sy = jm 14, TN @ Y=F(oT)

(auch unabhdngig v. Form der Parametrisierung)

Bogenldnge nach Zeit t:

s wadchst monoton mit t: 5. (o) — (o, L)) , T—o sy, dyswse 0

Umkehrfunktion: Zeit 1(s), t- (o\ LIY)) — (aT), s+ ¥ )
nach der Ldnge s erreicht ist:

s ) o, ano = )
I J ‘Natiirliche Parametrisierung'

. (‘.S’) \ - (
Geschw. in ”dsﬁ(s)" — l ‘t)l{— Ko " d Hs) =l “ %\;“ %_ I _ ©)

nat. Param.:

Ist t-Geschw. groB, wachst auch Bogenldnge schnell mit t, ‘das hebt sich weg'

dis €€ ——-—> @

(
sauber formuliert: dsi#) = “ Gljc T (Jc\“ @
dS $ =49 E=10)

Beispiel: Kreisbewegung Vi

~ ) ¢zt - L—J’—
Bahnkurve: T . (0/15 — K

T \
1 - Ft) = (me{, Rsimot) S /
Periode: = - :
eriode: wenn CoslsT)=1 => T ZTLF @)
= T )
Geschwindigkeit: % O R (- sinat | corutt ) “ " = R )
(i.2) (&
Bogenldnge: s#) = /du “ f’(u) [[ jdu Rw = Rt
&),k
Kreisumfang: s(t)y = Ro %r = zwk v (s)
L s
Umkehrfunktion: Lo (0,mR) = (o,T) , S\ U = 4 ()
T - xR = -’-"—} =1
Natiirliche ~ R " -
Parametrisierung: 70 = T (ko) 02 (Reo (S/k) K sin(R)) @
- 3 v

s-Geschwindigkeit: “ds v “ (7-3 " R (- T 4w —Sﬁ , g W S/K) | = \ (8)




V1.4 Linienintegral Vik

Physikalische Motivation: Arbeit (\l\]) verrichtet durch Kraft entlang eines Weges.

Falls Richtung der Kraft entlang \,J
geradliniger Verschiebung ist:

0

s F o s

Falls Richtung der Kraft nicht entlang
geradliniger Verschiebung: : °

&
"
T
s
.

Nicht-geradliniger Weg, x

mit ortsabhdngige Kraft: F(%) =

Parameftrisierung:

Floq) = Rt T

Diskretisierungsparameter: St

Arbeit im Intervall €: Wz = _5.2 . E;

Verschiebung im c.0 e

Intervall €: g = T+ 8¢) — f‘(f:[) = S{ () e
Gesamtarbeit entlang der Kurve Y \ \/| {
W [\‘( 1= \EM > mit dieser symbolische Notation ist

- 8 ¢ -0 8 gemm7
(k)03 S” q /\,

= lw %/LZ 4'(4) F(r(’cgﬂ = oH- ). F(F) f”‘f‘ (@)

S*—vo

'Linienintegral der Kraff p entlang des Weges Y '

Definition eines allgemeinen Linienintegrals: (3 Konstruktionsschritte)

Yo ® 7 TG Rmerateneey 9
(i) Definiere Parametrisierung v. Y T (0,7)—> Kd ) t— T(t) ()
(ii) Bilde die reell-wertige Funktion rF(i) . f (F) = "é ’ :: 3)
iere liber Definiti - T ., = ; ?
vt S S .

|

(

wird auf 'Wegelement' projiziert

Der Wert des Linienintegrals ist unabhdngig von der Parametrisierung (analog zu Seite i)




Beispiel: Berechne das Linienintegral -()“ dr. E(F) y Vi m

,)i@\ ylt) \ "r”//
fiir Weg ' : TH=8 £+ 33;? s te(-yyy 7 \ \ l

. _ S
und Funktion -F(F—) = Yeby +(:_:(leg (Windstrudel) (2} ﬁ%yf/ \

—  A® £4(F) «
Was heiflt das explizit?
3
Wegparametrisierung: To(=n1)— TKII te 7H) = [Yﬂ(&\ ) | E{-‘ )
= — c = T (
Vektorwertige Funktion: T TR?—-”IKz, Ty £(7) = L:( )\ (__2 _'3,( ] ”
K("r' \
. )\ 6@ (3t - Y\ @
B P re ()2 () o
1 ’ ~x{) -t Durch Windstrudel

@ 3{1 L . 3 verrichtete Arbeit

KA 2 ra /S 2 - - zt” } 3 entlang ist =o |,

T H) ‘3 (f (H) - ( 2 \ ‘ L - f3> b{' ’ = ¢ (©) denn Wind weht 'mal von

@0 vorne, mal von hinten'.
b) I
J d-— _N-) _ dt 7 E = !(4{- A t3 = “ | =0 @) Arbeit entlang Y'uy”
x T N - -/ -1 -1 ist #0

Zusammenfassung V1: Kurven 'Z Vi

‘Kurve': = {T‘(é)\f e I} wobei T : L=1(0,1) — r?

Ut
- —]

_ t - T >\
Ort entlang Kurve: W) = é} NRIEA) T

Kurvengeschwindigkeit: TH) = dh-',({) = —é\‘ iy = T(t) liegt 'tangential' zur Kurve
at
t = unabhangig von Parametrisierung
Kurvenldnge: L[ﬂ = /ool-\; | T® | des Weges
1 k) _
Bogenldnge nach Zeit t: si) = jd_u, “ duT_:(u\ “ .//‘—\i(t)/ Y=% (o)
)
Natiirliche Parametrisierung d _ ~ —
durch Bogenlinge: A (o.L)) =R, s> 7(s) = f“m), I ds‘;.(s)“ = |
Fii i - o - = .
iir Vektorfeld: fF:¥—R% , 7+ L )

(vektorwertige Funktion von ¥ )

[

T N unabhdngig von Parametrisierung
fodf T f des Weges

Linienintegral: fx df. -f-:




