Beispiel 1: Wegverformung im?;- lc_q. z‘,

b
Berechne: L = 45 dz ‘f/?:) mit ) = *:_;" 0) /{‘N

N
Ldsung: -Y () = “;__7, existiert firalle 2z #o . () \sz\-/vew
[Man sagt: T hat eine 'Singularitdt’ oder 'Pol’ bei t=o ]
L \ . o) =, ) @
Folglichist 3  analytischauf € \{o}

Co = (s
Deswegen kann Wegunabhdngigkeit (3¢.2) genutzt werden, * (’6‘3, gu) )

um Integrationsweg zu einem Kreisweg zu ‘'verformen’, i o
fiir den das Integral aus (€9.2d.5a,b) bekannt ist: ?x
1 a
(1) (4 (€9.2.1) !
T 2" Bde ey O [ by 4 [deh@) @ ¥
x X_L 2 Rat
(¢,, ¥ o { ;
(€9.3c. 2)
Wegunabhdngigkeit: JA '[(‘Z-) + j“h fz) 2 * Ly
Ty
(denn ¥y und ¥,
(€9.2£.0). (3) | (©9.2d3) (€9.2d.5q) haben denselben Anfangs- und
= 451& z = I_‘ = 2w, & Endpunkt, und auf dem Gebiet
dazwischen ist f(z) analytisch.
- Ditto fii d ¥
Kurzfassung: 45 dt £() = 9%0(% 7 = 2T¢ @) itto fur §, un y
Beispiel 1: Wegverformung, Fortsetzung S b ‘C 9.2R
Alternative Konturverformung: % 4
-(X‘ = I(" - (1)) N = “S,Kb,h’q\ (2) L& y ¥s \ @«
‘c, 2 ~ ]
B = ll‘s,Xq,X‘.o) (3 Ue 8o/ Rez
(et % F
<§§dz f " ) de fre) + fdz— f(z) )] T
¥ ¥
Aber:
(2)(3)(692[1_[ dz f 4 fxde fy + J 4 Ml f du b = - [da b ©
Hh ] 0
heben 51ch (69) bilden Kreis hebensmh%) jdq. fey = —Jd% fay ®
3%

+[fxie foy + fxile\’f(e) + f&‘i% 1('(%)] &)

_ S . J b by + o (c9:d.3)I (c9.=2d.5201)t |',
Cy a ®)
Kurzfassung: 9(5 dz IE‘ = dg ‘5- = wwy )
¥ Ch

(9) gilt fiir jede geschlossene Kontur, die =0 umschliesst!




Beispiel 2: Geschlossener Weg Y umPolbei 2,+0 (% ec) \cq, 24

4
I(‘:) = @ d% (Z—_Zo) ('2 ZTC(: SV’,“"( (l)

Verforme Weg zu Kreis mit Radius € , Mittelpunkt 2,

Cksizlgt) = 20+Re”‘f , %e(o/zvr)} ®
Rel(2)
—() (C9 2i.2) @ d (C9 Zb 2) run n
3 (2- dz
‘LV\ Py 2) !'MJ ﬁ (%(4’) —2-,) B3)
/\/ >
Wegverformung P (€9.2d.6)
@ ; ) R T -
[analog zu Seite €9.2d] = JM tRe ‘#(R et ¢) = I 6’!'-( W
(]
(~) 1w ) [extra Vorzeichen, /} 2
Analog: T = @ dz (% - Z,) = -~ 5,4 ~ wegen J‘I#

n ‘\ ) (S) o

Faustregel: Geschlossener Weg darf beliebig verformt werden,

solange dabei keine Singularitdt liberkreuzt wird!

e - - O, - v
Satz: Cauchy's Integralformel (optional) | C9-2m
Sei 4 < € eineinfach zusammenhdngendes Gebiet, Y < § 3
ein ‘einfach' geschlossener (d.h. Windungszahl = 1), positiv
orientierter Weg, f(2) eine Funktion, die auf 6 analytisch ist, 1
und 2o einPunkt innerhalb } . Dann gilt: éﬁ

.s: — Az ‘r(%) 0) 2o
(Zo) - - o
‘ 2Ty 2 -2
Bemerkenswert: Das Verhalten einer analytischen Funktion im Inneren eines Gebiets
(hier das von \G eingeschlossene) ist vollstdndig durch ihre Werte am Rand festgelegt !l
Begriindung: Verforme zu einem infinitesimal kleinen Kreis
. . v
mit Mittelpunkt 2.  Radius % : Ci = { 2($) = 2, + e ¢ l 746 (D,ZTO} ()
gﬁ d%—. {6) (c92i2) dr o @
7 2% ¢-2 2 wm -, denn fiir 2—-) o gilt
Wegverformung Cs £+ £—o
%31 fz,+2e'T) =5 F() ©
¢ Cs,
kleiner Kreis: t=e ﬂff) !
23, c ds -2, = 'F(ie) ®)

1.4
L(=)uﬁ,




C9.3 Reihenentwicklung einer analytischen Funktion

Sei -f (%) analytisch auf einem einfach zusammenhdngenden Gebiet
S = C , dann hat die Reihen-Entwicklung v. flz) um einen

Punkt %, Cﬁ die Form einer Taylor-Reihe:
o9

n )
fG) = 2 @a(t-%) , o = ,‘,‘T $9(z,) (wie im Reellen) @
n=o :

«— n-fache Ableitung

[(1) konvergiert liberall in (‘,% (grosste offene Kreis < 6 , mit Mittelpunkt 2, )]

Wichtige Potenzreihen (bereits bekannt im Reellen, gelten genauso im Komplexen):
o Konvergenzgebiet:
(C5.20.4) L “
o Exp: e?‘ NI wm ot / 8 - C ©
U=o
(- (\ 2n
[ Cos: (C5 20 6) - C [3
w) E o (@n)! ) 8 Y
)
o Sin: (C5.2a.5) =) 22" ¢
3 = “n=o (Zld ‘H§.' ' 8 = )
o -t
Geometrische 1 (C5.1g6) 3 2"
® Reihe: -3 = L. q = tieal} ‘
Reihenentwicklung einer analytischen Funktion mit Singularitdt ] C9.3}

Sei -f(%) analytisch auf einem Gebiet 8 \ 2, , mit einer isolierten Sinaularitét  (2)
(oder 'Pol') bei 2, ,dann hat die Reihen-Entwicklungv. £(2) ym 2.
die Form einer 'Laurent-Reihe’, die auch negative Potenzen enthdlt:

= n d (3) denn 2 3&.' __‘% v
{% = Qa - @ t —— = Z o _ °VH-I—V\' =Qy
‘F ) E _”“ (i %0) (‘) (E —é )VH-I I3 “l:’: ¢ \_LQ_LZ___.
"A umschlieft o (€9.2d6) 7 S'\m' (2

%, heisst 'Pol der Ordnung P ' falls &, = o firalle w<-p o
o0

n o 00
fy= Z aft-z) = —B— 4.k Xt oy A fi-2 )
© "Z (.3)
W= -p \ @-2)f (z-2.) ?'\__:o (t-%)
Beispiele: Laurent-Reihe v. < [TGY'Of"jeihe um zo—’: ] i JE
[} \
I+ o2 P29 (i - =
¢ 2 bzgl. %, = o : 2 Vl'( E) M= _ o C}
=0
[Taylor-Entwicklung des Zdhlers um 2o = |
2 bzal _ 32 w[./l‘rZ(I-()i-(%() |
G-y L= z z + R
& -0 (2-1)* (’é'l) (%-')

(Pol der Ordnung 2)




9.4 Residuensatz

Sei -f(%) analytisch auf einem Gebiet \.29 , mit einem isolierten
Polbei %, uynd ¥ ein einfach geschlossener,
positiv orientierter Weg, der 2, umschliesst. Dann gilt

3b.0) " 4
@d%f(% (b 350(’6 L a, %) v 45"{"2_- & (%) ()

Co N=-00
Laurent- Relhe Verforme Weg zum Kreis
o0
%)
vertausche mutig _ z da (- _ ; @) . 2
Summe u. Integral: n=_.ooa“ ﬁ %( &) - énv - a‘l =z Res(F,?a) )

‘__\F—J
(c9.2d6) = 2mt Oy -y
Offenbar trdgt nurder n= — Term bei! Der Koeffizient a_., = Res (( g %) )
spielt somit eine wichtige Rolle, und wird 'das Residuum v. £ bei z ' genannt:

Verallgemeinerung: f( 2)  habe mehrere isolierte Pole,

und der Weg ¥ umschlieBe N Pole, bei 2, 2, -, 2y

Residuensatz: QS dz {(2) ”_(3) + Z 2me R,u('F) zJ) fiir {O ®
J=

Residuenformel Res ( .[l 2.) =%  (Herleitung optional; Anwendung wichtig!) \C .45

'F[%) sei (als Formel) gegeben, mit einem Pol der Ordnung P bei 2
Die Laurent-Entwicklung v. fz) beziiglich 2,  hat die allgemeine Form:

Von
t

n2o
—T—1 (\{_l Uy ' t + b= gesucht! (ﬂ{i"%,)
(y (3b3) . _ ‘ w0

foy=" o W2t @0 . P ; 03

@20 (eo2)T ' (2-2) o a,(2-2)
— D : ) L
( )o (k)¥~| ¢ )?
Q) { P-t n"2°? 2)
(z—-e,) fz) = Qp + a_PH(;_g,) bk (em) + O(e-2,) ¢
/D " 3 1 1 ¢ cen
(P ,l(f-«i-.
.?-t @) “tel=t =1 n|
i ,b& [(a- -2, )&(a)] = (p-){p-2) - (p-(p—t))a_((\i-_z’,)_,_v_+ 0(z-2,) &
(2"2'.) =1
'@E)o — ‘= (=]
) _ P 1) Al e ~ nzy
&:io[z‘;‘[(a-z,) &u)]] = P a. + ,‘HQO(% %) G

e [ P ] NUTZLICH &
Res(f,2,) = Q. = z-n[cp .>'3 [ ) j‘(">] WICHTIG! )




In der Praxis kommt der Fall P =1 (‘einfacher Pol") am hdufigsten vor: \ Cl.yc

(4b.5) » . I _ i ( i
R:.s(f, 2) = lz-az c—l-;i) [(z— %.,) kt)] = laz, (2-2,) Fe) _ ©
P=| merken!

Beispiel 1: Pole d. Ordnung 1

I
o
o
P

!
[

_ ! = hat Pol d. Ord
f(e) z (2-i)(x+) (@) he weTree n R

oy 00 ) [7’ ! ]_ Lo
Kﬂ»s((lz) = s (//l{) (D) |° 20 (3 Faustregel: kiirze Pol weg,

setze 2=12, im
tbrigen Faktor.

Ras (£ 1) m(ol [éw“—“—)_/?(*‘)} :—;_T )

Beispiel 2: Pol d. Ordnung 2

32
'F(%) = (2 -1)- ) hat Pol d. Ordnung P = 2 pei 7= |
l#‘\ “ ' s 2 s
RLS(-F ) 5) [Z-(-N [m)* [(%-l ) -kt)]l 2}:l‘)% (}/l)t M] )
o = z%l = 7 () [konsistent
= mit (3b.5)
Beispiel 3: Gewicht eines Lorentz-Peaks ] C9.0d
[~ 4
T T
T=1 = Ji Xt‘“ =liw T, o m—— |
2!; - R.'—)M © R R
L k ‘ o = {2(x) = « y€(-R R
b = -/dx oo T (d% 2% 41 (2) ’ ? / ! )1
—R r

= f(2) < ‘analytische Fortsetzung von f(x) nach f(z)'

'Schliefe’ den Integrationsweg, um geschlossene Kontur zu erhalten (und Residuensatz zu nutzen):

I .
Option 1: N Option 2:
in oberer in unterer R r R
Halbebene: | E Z Dﬁ ' Halbebene: AN -
~% R <o

Parametrisierung der

- 'p
Halbkreise mit Radius R: E = i%&f) =Re? ¢pe(o ¢ n)% G
Fiir beide Optionen ist das Linienim‘egml entlang Halbkreis gleich Null im Limes R— o0 :

S (€9.2b.2)

4 _ AT 2ol ? 2o
2 fe) H > Haw) = (g Be_ kmo o 2w

R

I

PR o (Re'#)* +1

-




Also konnen wir die 'Kontur schliefen': CYh.4e

f
_ (dwy . _ b
1 = ﬂ‘lwx [ ‘_\*_r 4 J‘F‘ ] = lim Id% flz)y 1) 2 =i
e ) t R *
G,H)= —
oder‘:(ro,r.)= 2,5 -3
Finde Pole und Residuen von f(z): Cj r 2t
LI N : i
f(z_) = 2t T Goivetn (i-z 0z -2,) hat zwei Pole d. Ordnung 1 (2)
. . Ge) ' . .
(siehe 4c.3): bei % = 1 mit Kﬁs({-,z‘) = {-2‘—_—?—) = m = —Z- (€3
L = (-
(siehe 4c.d): und .= -1 mit Qs @"‘;'0 o _ = L
(‘ﬁ}?z) (tl..z‘) = "'7'-_ i - _zi' (V)

Laut Residuenzsatz liefert nur der von der Kontur eingeschlossene Pol einen Beitrag:

. (0 .
; _\— J v
2, ‘\
wegen positiver/negativer konsistent!
Integrationsrichtung, siehe (€9.3f.1 & 5)] l/

Option 2: O T

1— = - ) - _,—"._I__ =
Y R L A

Kurzfassung fiir Erfahrene 2, =1 IC 94
»
(c5.112) (% [
— o0 X"\ @ ,-—\-;7 2= -3
I \
-‘\(2») = 2% = (-1 X#+1) hat zwei Pole d. Ordnung | bei z= + (z)
. (e 1 | (5c.9 . .
K“ﬁ({',l) = ari Tz, st ~) 5 = & 3y
) ) | _
I= I = +uiRes(f, i) = ¢ awi (o - u
< L
Allgemeine Faustregel: schliefen der Kontur entlang Halbkreis funktioniert, falls
(sd) (c9.2b2) (77
I = Sd?: o = ,(4‘/’ 2 [y 229 o )
n o g
- G oAy .
- iReP =iz
12| =<

also, falls: : f(a) =—> o0 fir ¢G(°)ﬁn‘) (6)




ispiel 4. ier- i . - .
Beispiel 4: Fourier-Transformation v. Lorenz-Peak . ‘C 9 5,3

o . - 6.3c.6 -

[dh o it m TR (B30 gy s T = f«lw R B L e
—eo whept b2 SRR
Berechne (2) mittels Wegintegral; unterscheide [ -ltl= teo [} : ¢ elo,m)

+lf=t>0
I(ts9 2 Ja iz H)e ﬁ”vz . m
= fr(o) - -KQR
G TP

oder

R e " Ty ) r: éelo,-n)
Fiige Halbkreis hinzu, um geschlossene Kontur zu erhalten: o
Es gibt zwei Optionen: f;- = i%(q&) = Re ‘- x(#)+ ¢ﬂ(¢‘ 4>é(o + ) } A
¢
“‘1, [412 (€9.2b2) YT
1 + } ) ]; ( -
" ° (Re w)lwz = 5w~ >0 ¢
1 1=+, 4>0) hat Betrag =1 | & )

oder (W=~ ,yeo) Fir t £ o brauchenwir % yl¢) < o ,also y(g) 2 o .also r,"- (3)

Fazit:  schliefe Weg in oberen Halbebene fiir ~-ltl= t<o o | Cls A
. . l
in unteren Halbebene fiir e[ = tso beorly, ae ~
(i-'f) i-") Po x
I‘! “’.ﬁo) = L‘“_‘;w J(rplril) dz 'F:(%) () ;
tyo0: I L=~y
@9 etfl’cli e &+Ll£‘% |
'F(*)= : - = (s)h‘r i Pole d. Ordnung | pej § &t° ¢
* E-igd(rrayg) -2 Nz-2) ar zwel Fole d. Urdnung bei fem i
1=~
Residuensatz: nur eingeschlossener Pol trdgt bei, also brauchen wir nur:
+ilt I -
Rn.s({- (€=-.|) K‘/TC é LH‘ . - K/n e”m ¥ _ e X\I‘H (‘f)
e 2) (2,- 2,) iy - 2T 2
(e.1) —illz - 2RI 0y) ~yltl
bs(f 3,) = JE¢ T o Une = £ @
- (?2_2( ) _i‘ - -Lr -2
& () T
T, 5 +my 'szs(f“z,) = o e MY @
-y ;/(
wegen Integrationsrichtung, siehe (€9.21.1 & 5)] =|¢ = (2.3 (®
@ : (0 —em, lHYE D @
I < W Res(f ) 2,) © T e




Kurzfassung fiir Erfahrene

e
()
~»
BN
o

W) = f_zk_)_ e—”w 2y &— i (\) teco:l, 2= 3y
Y Ohr et ) n X
b0\ 2.5 ;
]'H X‘/rt DR Y &
i;o) sz e )2 21+r7_ = fde -E_(rs @)

= f1(2) ¢

faltle e;u[jm(z) R —>e0

denn ¢ 5 o fur JM(&)—a Z O ,also entlang f—:',_ v B
r L
Eoltlz
Ve €7
®» = hat zwei Pole d. Ordnung it
& @-ip(Erig) | g bei Y (%)
T, (459

‘ ‘ tiR(£i ) _
) I% T Kﬂs({-ﬁc)tilf) = £ m Un e v, AL

9]
t2y

Zusammenfassung: €9.3-4 Analytische Funktionen IT

.(.
I(;) _ Cﬁ Az (z——zo)n = 4, 5,4,(
T« |

Reihenentwicklungen:

Taylor & 4 \ (
- wenn f analytisch ist: f@) 77 e, -%) , Qu = T £99(2,)
n=o L
- wenn f einen Pol der Ordnungpbei & = 2z hat: = Res(f2)
Laurent & n o i 00 "
,C(%);- 2 a.‘(i—zo) = —(z—‘_L)—?—— 4+ & ‘ + qn(i,z)
“w=-p %° (} - %b) n=o °

{(2)  habe mehrere isolierte Pole,

und der Weg f umschlieBe N Pole, bei Ly, 2, -, B

Residuensatz: g% dz £(2) ()(3) Z 2ne R-%('F
J=(

. P
Residuenformel: &S(ﬁ)zJ = Q_, = !2-':2[(9 ')|'3 [(*'2.) jf(*—)”




Kontur schlieen: r |2C4.3-4L
L . -= [ R
L= (fu f6) =l [l it v = R \/
s Rso0 r r
= liwa g&% fe) o falls (tan [2 ‘F(t)] = o
({—-)00 (Q‘E) I%l-ﬂm
£ 2!
=% 200 .JZ &5({:! Z; ); O ;_ g Pole innerhalb r;
$

Diese Strategie funktioniert insbesondere fiir Integrale folgender Form:

o0 n . .
L = fh—?@ mit ) = Z ";\ K Q(x) = Z 4,

Q&) ks ! J=od
) rrz )
- : e—u«)‘f é dz e falls
L-()=j”w ™ = A Tger)
- w
¢-d —L%H:\
t c __ falls

&w=ﬂ .ol
() J,Znuo I 2e)

)

falls: m>u42

1 <0 ©)

t>o ©




