C9: Komplexe Analysis (KA) Saff & Snyder, Fundamentals ‘ Cq-la
of Complex Analysis", Prentice Hall, 1976.

Motivation: Differenzieren und Integrieren in der komplexen Ebene

Vorschau: Eine komplexe Funktion £ Uec € -« seinur von der Kombination

T = X-H\', abhéngig, (*. j)"—"“(%) 'F(XH:,) = U-(X,f))#z'v'(x,j) Q)

Realtell Imagindrteil

und ‘komplex differenzierbar' ( o'i'ﬁ existiert)in UL . Dann gelten (u.a.):

- : . U _ 2u du _ _ v
- Cauchy-Riemann-Gleichungen: x = 3y /2y 5% @
- Geschlossene Linienintegrale B
in @© liefernO: é;'df fle) = DO x&j (3
o, 2
- Integralsatz von Cauchy: £ W) = — de fre) ()] l m
i ¥ 2 -5 | WRQ z
. ) . ) - ; i (verallgmeinerte Taylor-
- Residuen-Satz’: Sei 3(%) "o - “,a u(2 U) Reihe, mit Divergenz bei )
dann: 275 i g d% S ('E) = Qa -t (6\

Wichtige Anwendung der KA in der Physik: als Hilfsmittel beim Berechnen von
Integralen. Besonders wichtig fiir 'konforme Feldtheorie’ & Stringtheorie

C9.1 Komplexe Differenzierbarkeit \C*{.l&;

Definition: Eine komplexwertige Funktion {(2) einer komplexen Variable 2 = x HJ'

-F: Uc - C [ Ik offen] 4= Tuls) }',‘S\l“;{( )
z > ) C (wichtigl) 1) ’\ “ (:;“'5)
X=
heift 'komplex differenzierbar' an der Stelle % € U ke (2 Re b2
falls folgender [ i (
) e 1w 8) - o) = fix) = df@ ©
Limes existiert: €} - c (} e )
(beachte Notation: totale Ableitung nach % )
Anmerkung: Der Limes (2) muss unabhdngig von der Richtung sein, . )@ e S,}
entlang der 5 nach Null strebt. Das ist gewdhrleistet, wenn e ey
+ von X und 4 nhurin der Kombination & = X c—iJ abhdngt. RIS
F(x«—z&x Fiy) :—-*i' @
®: L Fler8)-FR) _ (2L Ho)) iy - g = Re(@)
S = 8:: L S, o Ox X M X G)
o FOx + ily+ 53 ») Keﬁenr'egel = /
8 __‘ . 8 'Cilﬂ 'C(e*' ;’5‘1)" 'F(%) - ( b'F(Z-(XHb])) = _‘. f’(% = = 'F‘(%) )
= l p :,,33——79 : 52 ¢ 3 Y )j

Definition: Jeder Punkt 2  beidem £ (2) nicht existiert, ist eine 'Singularitdt' von £(z)



Definition: § heisst 'analytisch' auf | falls ¥ inganz U  komplex ‘C‘I.lc
differenzierbar ist. (1

Anmerkung zur Nomenklatur: Manche Autoren nennen eine Funktion "holomorph’ in  {{

falls sie (1) erfiillt, und ‘analytisch’ in U falls ihre Taylor-Entwicklung iiberall in U
konvergiert. Man kann zeigen, dass eine komplexe Funktion genau dann holomorph ist, wenn sie
analytisch ist. Deswegen verzichten wir hier auf eine Unterscheidung.

Beispiele fiir analytische Funktionen:

“ 4 . . .
e 2 e , sm2, w2 sind analytisch auf U=C (2)

]

€t -%o

Py ist analytisch auf U= C\2. [dasganze € , ausser %, ] (2)

Beispiele fiir nicht-analytische Funktionen:

« . hdngt nicht nur von  x +i ab,
e 1e® = eyt o= (xrig(x- 9
J ( 3> “7) sondern auch von X —1:3] (l')
o Z = x- ‘] ist nicht eine analytische Funktionvon % = XH':] )
denn Limes ist loo (=z+¢€ —2) _ 5 _ 01 fals ) = 5,‘ = 3
nicht eindeutig: $ 5o S - $ Tl =1 talls § = i&a - _3 (6)
Ableitungsregeln fiir analytische Funktionen (wie im Reellen): ICQ_\J
N . d _ I [
Ourearitat L[4 fay 4w g)] = AH @ 4 pglo 0
[ !
(ii) Produktregel: o—t&; [ -c(%} 6(3)] = {2 3(2’) + (o) 5{%) ®
Folgerung: .i\_% %V\ = n %w—‘ [Abl. v. Polynomen wie im Reellen] ®)

ii i . d(fey] _ {2y 3 - HOF s qny s )
(iii) Quotientenregel: oT%—-[ _33.3] 37-(&) J =
(iii) Kettenregel: -3\-% -F(g(%» - £ ‘(‘3(&» 3‘(%) ©

Komplexe Differenzierbarkeit ist viel stdrkere Bedingung als reelle Differenzierbarkeit.
Wir diskutieren nur einige ihrer weitreichenden Folgen fiir analytische Funktionen.



Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

Schreibe t = xt 5:] (x,ﬁ e TE.) (v)
(L(z,)=.£(xfu3) = ul,y) + 7 v,y (u,veR) @ . ¥
Cauchy  Riemann
Also: w = Re f@) | v = T fle) ® ®f4—@
2
Fl=y  sei komplex ( G- (b.4)
differenzierbar, dann gilt: ) = %_ fz) = 0, ) = L )% f(z) (%)
1
(L) @ :
Aber aus (2) folgt: Fly = D FGk = 3, Ulxy + 19 vixg (s)
und auch: =3 % R M +L7i-3 XY (€)
) @ .
. 2ol @
Laut (4) ist (5) = (6): du i = S i s @)
— ANAN AN -
Cauchy-Riemann- Re(? T (¥
Differentialgleichungen: U = }3 v, = - )3 w (9)
Folgerung: komplexe Differenzierbarkeit = Cauchy-Riemann-Gleichungen (CRG)
Beispiel: ]C t.1e!
2
g(ﬂ = (l+iz> = 1+ 202 - 2" 0)
(X
= 5 z_i(xrin) - (x+iy) (2)
= L+L(~\3L '—(,z-@ + C(Zx —2%33 (3)
= K(Y,‘:)\ Py ‘U’(?’\J) (¢)
u(rlj‘) = | - 21 _ ?‘7— + ‘67— av-(?glj) = 2 ’Z?‘j )
Gelten CRG?
Dx w = ~2% , Bx v = 7- Zn - - 33 w v [also gilt (e.9)] (6)
)3'*- = -t "Z'j , BlJ v = -1x = 3)‘ U v~ [also gilt (e.8)] &)




Umkehrschluss gilt auch: Cauchy-Riemann-Gl. =2  komplexe Differenzierbarkeit: lcq.(.(:

Satz: Sei f:lUc € — €  eine komplexe Abbildung, mit £= uriv dh )
u(x'ﬁ) = ‘RQ -f(x‘. ‘3) , U—(X'J) = IM ‘F(X 4"-7) )
Falls w, v stetig differenzierbar sind fiir t e ll unddie Cauchy-Riemann-Gl.

erfiillen, ist J( komplex differenzierbar an der Stelle z .

Begriindung: (Optional) Schreibe d = 5,‘ +i,§g , mit dy , S% e ®
(C5.5b.1) .
Taylor fiir u: Ulx + b, v 1Y +5 ) = u(",j) 3,0, u(x,;) + 53 )} u(x,g) + 0(‘%\) ¢

(€5.5b.1)

Taylor fiir v: },F()‘J-Sﬁ”} l—S ) = U (x 3) 4 S ? 'U(YI') Fi 83)20'(1’3) +0(‘3l1) 6)

4+5
_((4+5)): {48y - iy = §,%u ¢ i §v +§3 Dy U + gﬂﬂtv‘ +(9(l8"() €
S=6
Nutze CRG,um 9, durch x'b Zu ersetzen: |Cq.\z
(f.6): H‘L-{-S})* fGy = S 'b@u ;D 3@1: + 9 D@u, S 3 'b®-o‘ 4 )
o R 52 L %k i *0fsr) O
CRG: () —2,u (e OU
® :
= ?Z)B U + (9, +’1§3 ) L)XU +(9(|le) )
%
| . (.
b 4y ) - B (wrivd = nEw % gl
-0
Es geht auch anders herum: nutze CRG, um 3, durch 3} zu ersetzen:

®
(f.6): flaes)-$ = 5§, z SR S, a,,v + § 33u+ S 1,V +(9(m) ()

CRG: (e.8) 331: (e.9) -)Ju,

©)
= ’%(cjg__x_{._\%_sl) 33’7‘( v =3 ?x "';?z) 7'32_'0. +0(‘glz) ©)

_ A : - (53) &
Egmwg [H%LS) fey = 3 % (1w 2w -‘{’bz{-C%S = Ewc(*) ()

Fazit: £ ist komplex differenzbierbar in 2 ("l o



Anmerkung: (X, 1) > ung = Fedlxtiy sind beide Abbildungen Kl >R JEL
(2,93 >l = Lmflxeiy) ()

Folgerung aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen:

Die Hohenlinien dieser Abbildungen (1) sind orthogonal zu einander: @

Begriindung: (V3.2£.7)
Haéhenlinien von % sind 1 Tun = IDxu Q)

((Iu(x ,3) = konstant): )Uu

Hohenlinienvon U sind | T = [axv " 1’ = konstant

{Uu,a) = konstant): U = konstant

)JU

Tuve = ('Bxu)ﬂxu) +(93u,)(330) = o = JulTIUv )
CRG:  (e9) 3;—;, (e9) 2, u Q

Weitere Folgerung: eine analytische Funktion £  definiert [via (1)]
eine 'konforme’ (‘winkeltreue') Abbildung zwischen den
Koordinatensystemen (,4) und (U, v) = (u(x,'g)) 'U'(x,g)) ©

C9.2 Integration im Komplexen

Hauptsatz der Analysis fiir komplexe Funktionen einer reellen Variable:

sei  L(L) : (},,,-L,) < [R — &€ eine komplexwertige, stetige Funktion einer reellen
Variable + ,mit Stammfunktion F(t) dh F') = f¢) v telod,), dann

\
_(o(l; ¢y = F (t) - F@.) [genau wie im Reellen] 0)
io
7y . . . . ] !
Triviales Beispiel: J(H: [ At ot ";] = [., et ¢ (st L @)
1o °
Integration einer Funktion L(2) einer komplexen Variablen, =xt 53 , entspricht

einem Linienintegral in der komplexen Ebene. Dafiir benstigen wir folgende Begriffe:

Definition: Eine Menge S C € (oder auch g c B ) heit 'Gebiet' falls &)
8 * 95 (nicht leer)  und 'zusammenhdngend' ist (d.h. je zwei > .
Punkte konnen durch eine stetige Kurve verbunden werden, 0 >
welche das Gebiet nicht verladBt).
v
X

Definition: ein Gebiet ist ‘einfach zusammenhdngend', falls sich
jeder geschlossene Weg zu einem Punkt zusammenziehen ldsst.




Definition: Komplexes Wegintegral (oder 'Kontur-Integral')

2(t.) m
9

Sei Y eineglatte, gerichtete Kurve in einem zusammenhdngenden Gebiet
g C £) parameftrisiert durch die reelle Variable te (’to,{b c R .

Vo) cR = GO, E e 2l syl o :

. X ?,U:,)
Ferner sei ,C . g — & , F f(z) eine stetige Funktion auf dem Gebiet S .

entlang ' ist wie folgt definiert:

2U)  2(Hpfy)
“

W

Das 'komplexe Wegintegral (‘Konturintegral') von f(2)

f M
[ FO = [ 2 f(2)

Interpretation als

(k3

Riemann-Summe: = liw §, S d2(ly) flzter) = liw 2 (2“2'50"3“@)) -((1((453 13)
e 1 L di L =
3{"90 — L"§°
Analog zu Linienintegral eines 2d-Vektorfeldes, U: R —R: T —> A (]
. _(vimey b ’
T-ul) = ldt AT (5 (Vim.2) |, - . _
.(é"' U fS L’{: 7"1{’; k() "= | :1_” %‘ (T “US{) - -r(lc\x c U(TUHDY (5

Kann gezeigt werden: Wegintegral ist unabhdngig von der Parametrisierung
(d.h. eine andere Parametrisierung des selben Weges liefert dasselbe Ergebnis).

Einfaches Beispiel 1

\cq 2¢

(D)

fy =2 | B, =Saw=(r i)t | telo) ! | T ()
L) fRp)) = H b r (&)
2 ! ' \ :
jdd(@) = Jo({ %(Or i)4) @) !.
‘ : S | Rez
=) [det = L(ri) = £0wzi-0 = o
Einfaches Beispiel 2 . lm 2(4
Ry =2 x\z‘={2—“,)= {-{-l‘.l;’ -Ee(oJ)} ) 7R JEEEISS \A%(“
1 Featy = 2(t) Yo i
t ‘
Jaz = S étT (tese2) (%) :
¥, o ():(«zut) | Rez(y
i
kein Zufall,
Schnellster Rechenweg, mittels Gl. (€9.2e.5): siche Seite C9.2 |

JX‘M z

= [£¢°]

(1) .
1 .
2{0) = Z.((‘f") -0 = (;) v



Wichtiges Beispiel: Kreisintegral v. 2" (vne ) um den Ursprung herum ‘C‘}.ZJ

T seikreisin € , mitRadius B , Mittelpunkt bei &= ©

;6 T 2
i) = Re'?  ge (o) ] 0 .
R
. #
Substitution: Y 2(p) = R,e‘¢ @ \/Ree
_ n 6 (7 i
LEdodee o9 jd¢ _d_"s (2(4)) e)
X
) L’
- (4 ira et @
- 2m e falls w =-1
i .
= K‘M’J}(p e 14)(“-“) = . Ml M (5a)
[ zK ['Q"H)¢~‘ _
- e = o6 falls i —1
t(M+1) o
= Z'lZ—i Su\,-\ (6) (SB)

Wegunabhdngigkeit ‘C&' 2e
Satz: 7({%.) : §— C seistetig und dessen Stammfunktion F(2) existiere iiberall

n G .dh FRy<f® vzeq | U
Dann gilt fiir jede glatte Kontur f - 6, mit Anfangspunkt 1o  und Endpunkt 2, :
JJ;HC(%) = F(z) - Fro) @
%,
/x\
=> Ergebnis hdngt nur von den Anfangs- und Endpunkten ab, 2o
nicht vom Weg dazwischen!  [Beispiel: (C9.2¢c.4) = (€9.2¢.8)]
o) = %o
Begriindung: Parametrisiere Weg mit X\'-iuv,'“) — ) C i) zf&z > } (3)
19 B Y
t,
Dann jd,% fy ° jaf 12 £ 2w) F ar & Flaiy)] @
F‘(%) to Kettenregel to
0 ()

FORANY - F(20)) = Flz) - Flzy L (s)

3
(4) ermoglicht Interpretation fohf(z) ) |m4 g Z( ) b ZSF M

fiir Wegintegral als Summe: Spoo t 02 (6)



Definition: Eine 'zusammengesetzte Kontur'

(3 Vs, ..,
bestehe aus glatten, gerichteten Teilstiicken  ¥¢ . Das WeginTegr‘al

H@B ist definiert durch:
Jd% fiey fd% Fa) + -.. /A? Ftz)
X‘\ f2 K‘m

einer auf (! stetigen Funktion

{ =
5%1- (%)

Satz (e.2) gilt fir jedes Zeilstiick, also auch fiir zusammengesetzte Kontur:

cqg2f

-

Ve

Jaéi‘l:(%) = [F},() —p(a,)]:f [Fy,)—m/e{)] r [F(3)-FGQ) re- 4 [F(R - F‘%-D] = F(z)- P,
()

Korollar [mit denselben Voraussetzungen wie (e.2)]: 3 (ze-2)

Fir einen geschlossenen Weg ist Anfangspunkt = Endpunkt: dr ¥()"'=" o (3]

- Zoz ZM

n+?
nt -l
Beispiel: (2d.5b):

YA\

" Zn‘-ﬁd {W‘WZ
‘((Z> = 3% = L ’ F(f) = 6\{;)

2 ron= =l

- -l
Fir N=-1, (2d.5a), sind Voraussetzungen v. (e.2) nicht erfiillt, da die Stammfunktion k/

von Y5 ndmlich fu(2) , nicht iiberall auf einem geschlossenem Weg um O herum existiert.

Falls 4(®

analytisch ist, 1a8t sich (3) zeigen auch ohne Verweis auf die
F(%) ,und zwar mittels Satz. von Cauchy:

(3, %,

inition: Eine 'zus ngesetzt ntur'
Definition: Eine ammengesetzte Ko ---,xvv\) 2o

& v 2

bestehe aus glatten, gerichteten Teilstiicken  Y¢ . Das Wegintegral " 2
L
einer auf (' stetigen Funktion 'F(Z—) ist definiert durch: 1
fae £y = Jdr foy ¢ [dafa) k- [A2 F&) s,
n ¥ 'z 4 2
"
Satz (e.2) gilt fir jedes Zeilstiick, also auch fiir zusammengesetzte Kontur: —
Jaéi‘l:(%) = [F/c(‘)—p(a,)]:f [Fay—Fian) - [F(3)-F30) +---+[F(M-F<%-D] = F(2)-F(z,)
()
Korollar [mit denselben Voraussetzungen wie (e.2)]: 3 (ze-2)
Fiir einen geschlossenen Weg ist Anfangspunkt = Endpunki: dr +) =" o (3)
- 2, = 2
W

n n+? R r

Beispiel: (2d.5b) fir n -1 ¢ {(1) = 2", ¥(ed= 7572

[Fir N=-1,(2d.5a), sind Voraussetzungen v. (e.2) nicht erfiillt, da die Stammfunktion
von Yo ndamlich fu(2) , nicht iiberall auf einem geschlossenem Weg um O herum existiert.]

Falls 4(®

analytisch ist, 1a8t sich (3) zeigen auch ohne Verweis auf die
F(%) ,und zwar mittels Satz. von Cauchy:




Satz v. Chauchy

JL;@ /ﬁ <624

Sei s €& eineinfach zusammenhdngendes Gebiet,
(€9.1e.2)
i S - C, 2+ fle) = Ulry) + v Ulks) 1) eine analytische Funktion auf %
¥: (00) > § , e 2(1) = x4 *Cﬂ(t) (»  eine stetige, geschlossene Kurve in & .
Dann gilt: ﬁd% fe) = o ()
)
Begriindung:
(tba) 1 sy Lusiv
L= @olef® = [dt d2W) . {2 @
PR R
)
d ] =
= At Glrw viy®) (weoqe) civbimgw) o T, §=99
o — -
= UF)) = U(F1) C *
Interpretiere (5) als reelles Wegintegral in der x-y-Ebene,
~ 2 ®(6) « S
entlang dem Weg T TN > K s T = |y )

Realteil v. (B): Hz

Imagindrteil v. (B):

] |
Re(I)=S§[f<u) u(s(n)f :3(‘)14’(?({)“ @y LTalI) = jgt%[%u)v(?(f))», 3tf)u(~=a))] 34)

(€9.29.7a) | T T
Qe = (44 (5, §, 0 e, v,
o “—v— o
= Fb = P(FW)
(VIim.6) _ - - u(,‘*.)
- f:"'P / ?E(-v'(s)) (2a)
o

\c?.z(

Schreibe diese Wegintegrale mittels Stokes als Flussintegrale, iiber die vonY'

eingeschlossene Fldche (nenne sie .S ) in der x-y-Ebene, mit 35 = é'% SX S 9

(V3.6f.4) o/
RelT) = {43.(:{:& B(z)) (34)
s
1) - =
= fg“(:; (VXPlf))z_ )
%Py - R
- doy (3 (-v) ~
[00dy (3000 -3y)
CRG (€9.1e.9) 'aau
(Ca)

(o]

—
—

(€92970) -
Tu(T) =LM (x 4.°) '(V.u.oi 10
=3¢ = @(7H)
(Vim.6) - — (7)
= jo(:.@ 0= (g(;)) (2%)
1 ’ °
vaefd)
Lw(1) = [ds . (Tx &) B
s
e fdxda (ﬁx@(?)) (ub)
S RS
*Hy - 90
CRG (€9.1e.8) )bu
- 5 9

Wir durften Cauchy-Riemann-Gleichungen (€9.1e.8-9) nutzen, da F(2) auf G analytischistt 1O



Beispiel e?: ) m ‘C‘?.Z'L
dz _é—'-——q = o 0 X X
- - 2
: ‘-Zl =2 3 \’5/
denn der Integrand ist liberall analytisch ausser bei 2 =%Y2 dh

tiberall analytisch in einem Gebiet, das X‘ enthdlt, also gilt der Satz v. Cauchy, (2g.3).

Faustregel: geschlossenes Wegintegral verschwindet, falls {(3)  analytisch ist
‘innerhalb des Wegs' (= 'im vom Weg eingeschlossenen Gebiet") |

Korollar aus Satz v. Cauchy (mit denselben Voraussetzungen): Verschiedene
Wegintegrale mit demselben Start- und Endpunkt sind gleich:
¥,
(a2 £y = [da £ J
¥ ¥

S

Begriindung Y = (\f‘f x\.z) (2) bildet geschlossenen Weg,
24.3)
also: .( Az F(2) - jo(e f(z)y = éﬁ Az fle) =(S o
L4 T T (“
Zusammenfassung: €9.1-2 Analytische Funktionen T | 2C99-2
Def: Komplexe Funkti fy = 14c® «
ef: Komplexe Funktion () = 2= Xy —> .F(%) = u(lf,j) ¥ itf(x,g)

ist analytischin UL | falls £U%) iberallin U existiert.

Cauchy-Riemann-
Differentialgleichungen (CRG): 2,U = ‘bgu- ©) U = - )}u

214

i
Def: Komplexes ( 4 204
Wegintegral: joh— f = f dt L f (1)) /\/\/‘
Weg- Parame‘rrusmrung 1 = 2() 2lbe
Wichtiges

A’

Beispiel: I, = (j?‘h }"‘ _ {zm fals wn= —1 §= w;an @
nez Cg © falls W% - ' ¢
R

Satz v. Cauchy: falls 1[( z) analytisch ist auf einfach zusammenhdngendem Gebiet, gilt:

Geschlossener Weg liefert O: Wegunabhdngigkeit: % z,
= dv f(?) = dz f2) %°Cj
5{% fy=o @ = | (o fx‘z

¥ =(¥,- ¢ = F(z) - Flag _ mit F'(2) = {(z)



