C7.5 Differentialgleichungen 1. Ordnung - Allgemeine Aussagen \ C3.54

System von n gewshnlichen DG 1. Ordnung hat die allgemeine Form:
[
x = {(x ¥, t) ¥ Kompaktnotation:

x2 = -fz(x', y"/ _,.JY"I'I:B (y

: : R S D I

o= LU ¥h o, ) @)
) ’ S-z “.o\ < 7
Anfangsbedingung: vl = X5 U= ow U ° &
Gesuchte Losung: % (4 1= 1., 6 X(‘l:) ®)

Gleichungen dieser Art beschreiben die Zeitentwicklung eines multi-Komponenten-

Systems (z.B. Koordinaten oder Impulse eines mechanischen Systems; Konzentration von
chemischen Komponenten; Aktienwerte von Firmen) in Reaktion auf Mechanismen, die die
Zeitentwicklung bedingen (z.B. verallgemeinerte Krdafte; chemische Reaktionen; ekonomische
Entwicklungen). Kopplung der Gleichungen beschreibt die Wechselwirkungen der
Komponenten miteinander.

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen einer DGL? 3sb

Ist in der Physik immer gewdhrleistet, falls Problem physikalisch sinnvoll gestellt ist! @

Mathematisch gibt es fiir gewshnliche DG erster Ordnung mehrere denkbare Mdglichkeiten
(abhdngend von der Form der Gleichung, d.h. der Formvon  (%,t) )

- es gibt gar keine Losung, die die angegebene Anfangsbedingung erfiillt

- es gibt eine und genau eine Lésung, " “ " "
(‘eine eindeutige") .
‘ B « “ “ erfiillen
- es gibt mehrere Lésungen,

- oder: es gibt zwar eine Losung, aber nur in einer hinreichend kleinen Umgebung des
Anfangszeit to  ('lokale Existenz')

- oder: es existiert eine Losung fiir alle 1el (‘globale’ Lésung)

Theorie der Existenz v. Losungen einer gegebenen DG ist i.A. ein schwieriges mathematisches
Problem!




Satz (Picard & Lindelof): (siehe C7.2) C3.5¢
Falls f (%, £)  Lipschitz-stetigin % und stetig differenzierbar in +

()

ist, existiert eindeutig eine lokale Losung des Anfangswertproblems.

'Stetig differenzierbar': Ableitung ist stetig, v x
d.h., Funktion hat 'keine Zacken': —~— AN

‘Lipschitz-stetig': Steigung zwischen zwei beliebigen Punkte
auf der Kurve ist begrenzt, d.h., Funktion hat 'keine Spriinge':

/Q,\ v X
Steigung endlich: Steigung unendlich:

Bemerkungen zur physikalischen Anwendung:

(i) Der Satz gewdhrleistet Determinismus a la Newton: Spezifikation von Anfangsort
und - Geschwindigkeit [in Gl. (c.1), (c.2)] legt weitere Bewegung eindeutig fest!

(ii) Allgemeiner: DG sind fiir sinnvolle Beschreibung physikalischer Prozesse geeignet.

Warum ist Lipschitz-Stetigkeit notig? Intuitive Begriindung (fiir n=1) ‘ C37.sd
(siehe Altland-Delft, C7.2)

x: I —McR b xt) o v v Sy o x®

{:™ - K e F(x) (2)

bé: x = (xtty) B |
Diskrete ke d)) - xtt) @ ?x) | ‘ ’{ $
Néherung: S = Hk“)) (%) b b
gilt nur, falls f(x(t)) sich nich abrupt dndert im In’rervaﬂ: , L, S)
MTTRS WL RN o APy (s)
0)) , °
= ‘/ ( L
¥ [4o) X, P b) _.._l‘_\ :
) 2 (Elxiey) @ .4 I § Hx(4))
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.
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usw. So ldsst sich die Lésung in kleinen Schritten aufbauen! L, 4o 4, & :




C7.6 Trajektorien, Fluss einer Differentialgleichung ‘ Cl.6ax

Gegeben: eine Funktion {-: M - Mce W\q, X —> f(;)
=)

und System von DG 1. Ordnung: x = f(x H—\) ()

Fiir gegebenen Anfangspunkt Y sei X N

eine Losung der DG, mit Anfangspunkt x(o) = x y @)

Diese Ldsung wird auch als 'Trajektorie' der DG bezeichnet.

Die Kombination aller méglichen Trajektorien bildet den 'Fluss' der DG:

Punk(r&auf Trajektorie zum Zeitpunkt t

. 2 T > /" ~
Flsss - TxM — M (0g) s 74 = B,(x)
hL\LAnfangspunkT der Trajekforiej)
Zeitpunkt entlang Trajektorie
Der Punkt ¥[4)  ist Endpunkt einer Trajektorie von Dauer & mit Anfangspunkt X (s)

Der Punkt X[s:t) ist Endpunkt einer Trajektorie von Dauer S  mit Anfangspunkt %(4)  (¢)

aber auch Endpunkt einer Trajektorie von Dauer s¢t  mit Anfangspunkt X @
—_ (7,;) R (A = (s’;) —_ R
Kompositionsregel: éwe(?) = x(sed) = B, (x(&)) = @s(aje(_x Y) )
Autonome DGL in zwei Dimensionen: wie findet man den 'Fluss' der DG?
C3.Lb
T~ keine explizite Zeitabhdngigkeit \_}_—
Betrachte DGL mit stetig differenzierbaren r. RL -k , cJ PR SR
'Autonom’: rechte Seite x = f(x, ) 0
ist zeitunabhdngig: o ( J ) Y Yix)
’ <. . = 1 4
$= FEwY N AR @ y (et 50)
Gesucht sind Losungen ¥ (1) (4) )
7 7 [ b4
Direkte Lésung ist oft schwierig. Trick: Uberfiihrung in 1-dimensionale DGL !
Interpretiere die gesuchte Losung als eine durch x  parametrisierte Bahnkurve; Y( x)
entlang dieser ist ls({) einevon x(+) abhdngige Variable: 3“3 = Y(x(t)) )
X
. ) STTRN
y(b “ 4 Ylx(y) e 4 Y(xE ) “Ax o3
ot dx ot
Wir erhalten eine ’
s (41 )
1-dimensionale DGL fiir 9(_[ (:) -, ) _&L A)
ol x x F(x, XD

die 'Bahnkurve': Y(x)

SR .. & _ &y Ak &
Man merke sich (5) mit der Eselsbriicke: . T Okt I T dx




Beispiel 1: Newton 2: ;c = “L,\ F (0
Xy ° ’
o Bs F)=-v0% @

d
TSV

Fragestellung: ldsst sich p(x) ermitteln, ohne das DG-System

vollstdndig zu losen, d.h. ohne die x(t) und p(t) zu finden?

i C%.be

(m = Masse, p = Impuls)

(= konservatives Kraftfeld)

/’\Aw{)

(5.9 Yo ”
Entlang Bahnkurve sei ) = Pl (¢) @ 1Pt
D6L (b.7) filr 4Py o P D = Vin |
Bahnkurve: dx T x (2 :
Eselsbriicke (b.7)! |
, v Yo X
Trennen der ~ w gl
Variablen: o{P P/wl = - KAY V (x) (s)
‘Po o
Integrieren: 1 [(pt ot = - Vix) « V(v ()
A
Fazit: v - _
Energie-Erhaltung! ;?.,7 Vo = ;P: e Vi) = &, @)

Beispiel 2: Feldlinien in 2 Dimensionen

lC?.(,ol

E( ?) . ]R"- — flll sei ein Vektorfeld. Zeichne die Feldlinien! 3/
S (7)) W ///»’H

Strategie: Finde Raumkurve »(¢) y /v/f_'(';‘
7

mit %
X

Dann ist Vektorfeld ist tangential an Raumkurve

(verschiedene Anfangsbedingungen liefern verschiedene Raumkurven)

J
, »
In 2d: (b < El(xl, 40) @ (x4, 4%)
. () .
y (& e E@( xlt), qi)) ® .
Feldlinie: Y= Yy )
DGL fiir A -8 B0 o
Feldlinie: ok x 1, X Ex (x,Y)

Eselsbriicke (b.7)!




Beispiel: E(x) = ( LA ) 3= Xty \C%Le

X ()
e R
eldlinie: A C, (Y] v .
Y X
Trennen, A () ~ o
Integrieren: j N ¥ = - 5 L ®
Y, X,
T30 i AT TS (P B y

T B — (xo Y)
Umgestellt: ‘3 + X - ‘3 € ke ) / N
) /]

= C> () &J/ X

Konstante unabhdngig

Feldlinien bilden Kreise! von x und y
Qualitatives Verhalten von Lésungen von DGL \C?- ¢
Betrachte die 'autonome’ DGL: )’? = { ()'(’) () Vektorfeld:

- A4 \a)
_ fix):R -
keine explizite Zeitabhdngigkeit -r(f,y) o b

Frage: wie verhalten sich Losungen fiir lange Zeiten, 1 — o Z

Antwort: es gibt drei typische Szenarien: x (0

1) Fixpunkfte:

Bewegung kommt zum Stillstand \M A M_
\Y \J v {_

2) Grenzzyklen (fiir Dimension n=v) X,
Eine geschlossene Trajektore,

zu der alle Trajektorien in ihrer Ndhe hinlaufen ('stabiler GZ')

von der " ! oo " weglaufen (‘instabiler 6Z")

3) Chaos  (fiir Dimension n23) s

Sensitivitdt auf Anfangsbedingungen: infinitesimale Anderung
fihrt zu komplett anderem Langzeitverhalten.

[Beispiel: Lorenz-Attraktor] /' N
X




Beispiel (nur zur Kenntnisnahme): 'Lorenz-Attraktor' (siehe Altland-Delft, C7.6)

Ct0

Lorenz-Modell fiir Konvektionsphdnomene in der Atmosphdre.

R A R AN I
S, P F ¢ . sind Konstanten
Abhingigkeit w0n Xe=(11,1Y

von Anfangs- 10 xo= (1o, 11)
bedingungen:

ktor

7.7 Fixpunkte, Linearisierung von Differentialgleichungen ] C?*a
Betrachte die 'autonome' DGL: )? = { ()7) 0)
Sei X% eine Nullstellevon £ (%) ,also —{}( ¥*) = © ®
Dann ist eine offensichtliche .
Losung der DGL (1): 7l4) = X* =  konstant = 'Fixpunkt des Flusses' (3
C R

Beispiel: RC-Schaltkreis mit konstanter Spannung: (siehe C7.3e-g) dle

‘(C7.4e.4) mit V(t)= Vo = konstant

Q= Yo _ = QY |, T =R 0 v

4 oK)

Explizite Losung bereits bekannt: &, 1
(€7.39.4) - f;/-c CVUo— - ==
(0,-cu) e aA )

Qly =

Langzeitlimes: R(L— =) = CV, (©)

Wird exponentiell schnell erreicht, mit Zeitkonstante T=Re (@

Das Langzeitverhalten ist 'stabil': Anderung der Anfangsbedingung irrelevant;
und Anderung der Parameter dndert Langzeitlimes nicht qualitativ (nur quantitativ).




Geometrische Losung: ‘C?. 2b

. . 3 o L _
Schreibe Q) (="' !Q_ - g Q&) = {:((Q({)) 0y
T Hay = y[% - é_c_& @)
& = {(g)
~ Nullstelle:  {(0%) = o
/ @-‘x = \IOC
> > <@
&)t\
Fir Q< Q" : 6. = 4"(&\ >0 = B nimat 2a @) [Pfeile deuten an,
wie sich Q(t) mit
Fir &> Q" : & = (V¢ o = O niwat ab @  2zunehmender Zeit

dndert.]

Offensichtlich lauft QM) immerauf & a, unabhdngig von Anfangsbedingung! ()

= O ist ein 'stabiler Fixpunkt' des Systems
Allgemeiner generischer ( = nichtpathologischer) eindimensionaler Fall: Feo \ C1.7¢c
DG: x=1) (v
Fixpunkte: 16/)(*) = o (2)

stabil: @ instabil: O halbstabil: ®

f{x*—z) {

So wichst X(¢Y |, fliesst 2u < i > stelil (I)
£ 0 himmt x{é) ab, fliesst vou X weg =5 {wstab)| (ID

Links von x ¢ : fiir X

]

S>o widchst X(¢Y | fliesst vow v weg > inslah! (—r_ﬂ-)
206 nimmt x(1) ab, fliesst 2u x* i =3 stabi (ﬂ)

n

Rechts von x © : fiir X

Flx*ss) {

(
Falls 'F[KF> <o ° stabil ) fr{/X" ) 5 © ' instabil ()

Leichtes 'wackeln' an f(x) dndert nicht viel am qualitativen Langzeitverhalten.

(Wie muss f(x) beschaffen sein, damit das Langzeitverhalten sensitiv auf 'wackeln' ist?
Theorie der 'Bifurkationen'.)

Qualitative Folgerungen fiir eindimensionalen Fall:
- monotone Anndherung an Fixpunkt (oder Weglaufen ins Undendliche): N x— ¥
- keine unendlich sich wiederholenden Oszillationen, - kein Chaos




Lineare Stabilitdtsanalyse (n=1): <~ = £ U ‘C?—.?d

Frage: Wie verhdlt sich die Bewegung in der Ndhe eines Fixpunkts? / wlé)
Entwickle DGK in Abweichung 7,“;) vom Fixpunkt (‘Linearisieren'): ’ T»z(—t)
= xl) - x* ® ol
' = ,
VL({) = xuy 2 Llexy 7/0) ® t
, _ o [ 7_
Taylor-Entwicklung: ~ £ *) + 7[{) § {y*) + y(vt) @)
=0
. ) ( (
= VLG,) = f [ x*) '7 (t) (sinnvoll falls £ (x*) #0) (s)
( _ tt/T
Lésung elementar: v((\l,) = ‘llm xp [f (x*) 'L ] = *[[") e / (A)
-( g
mit charakteristischen Zeitskala: T = l § (()t ) [ €] x(°2 X ()
X '
, S o wdchst =y  Fixpunkft instabil D : 1
b ox) = lll’(t)l nimmt ab i i !
<. o = Fixpunkt stabil
Stabilitdt von Fixpunkten in hoheren Dimensionen \Q?.?e
Betrachte xi) = :E( ;('6)) ®
mit Fixpunkt x* f({;*) = B (2)
Kleine Abweichung N - -
vom Fixpunkf: VL(O = X - x* (2

Eingese‘rzf in (1), fir
T -Komponente:

Taylor-Entwicklung:

‘Linearisieren':

Wir erhalten lineare
homogene DGL mit

konstanten Koeffizienten:

[Vergleiche (C7.4c.1) ]

P e KW = H(E ) e g

(C5.za.3)£i()_2*> . "l‘j(“zi(;k) ; 0(17.) )
) (;;_::_O—J PAS (ES iiber j)
i = 206 i @
VI, %]
W“-‘)
= (A‘ ) betrachte als Elemente einer
Matrix A :%ﬂ‘&%

:7'({\ = A.q6 @




Allgemeine Lésung: (€7.4d.4) - 144 ‘ C3.3f
Summe liber Eigenmoden: 't({) = Z Us e '\ e O
J :
3
. x
Dabei sind: I)\J =  Eigenwerte der Matrix A, mit ﬂ‘& = 9 f [.X ) @
- PRI
'U’\'\ =  FEigenvektoren e “ ®
Um generisches Verhalten zu untersuchen, sollten alle ¢l + o sein (5

n
> o dann  wedhst . instalojle  Richtung

Falls Re(jj) % g der Beitrag von 4y .—_y% (s)

< 0 dann S(,L\fumrrt “ SLF\-“;‘Q_ Richfung
% A
K 4 (’)(3 >0 g - | - ]:'lf 2 - 1 ‘l', ; ’
Z.B.: Fall d X[t ~w) ¢ e * Rle 7
R (e ) O Wheeme et T NS
£ ~0o xX¥
Charateristische Zeitskalen T = _ —> °
J ]?M)p\
D) - - ) I
(_: 4y — © nur falls alle R!.chfunge'n stabil smc?, Rel 1) <o ©
d.h. nur falls fiir alle Eigenwerte gilt: J

(dannist A ‘negativ definit' )

(6) ist ein allgemeines Kriterium fiir die Stabilitdt von Fixpunkten ! (%)

Kleine Schwingungen um Potentialminimum \ Ct 3y

V(x)

Beispiele:
Teilchen in
Potentialminimum:

Molekile: \sﬁ —~ooT- |
\e symbolisiert Riickstellkrdfte

auf 6rund von Coulomb-Wechselwirkung

pome T
RN




3
Vorgehensweise: Z.B. fiir Molekiil: xf x* X \ ERT4

0—TVrr—@—ToTTI0
L N y - . 3\T )
Packe alle Freiheitsgrade in einen 'Vektor': x = (¥, ¢ ¥ )
-
Gleichgewichtslage: R 5 = (x! 2 3
(entspricht einem Fixpunkt: X({) = ¥ ) ° ( o fo, )r,,) 2
Auslenkung relativ zur Gleichgewichtslage: Tj = X- % (2)

Fir kleine Auslenkungen ist Kraft proportional zu den Auslenkungen:

w, :7'; = £(g) = Z\'j j“ (&) = Az
M - - {1(..3 — ~T \S ( ) 13 ) 3 (€D)]
j o= oAy s B
) e I At.
it s £1G) = &y o 3 ° _;\\ (8)
Lésbar mit Ansatz: -'-j(ﬂ = ﬁ.om ot [°de’” q, e bt ] (2
Zusammenfassung: C7.6 Fluss einer DG ] ZCtIMea
Autonome DGL in zwei Dimensionen: J (x, 4143)
= f0y gl = Y0y gy L. 360 s
3 = \j (XIS) £ —_; )'( F(X, )
Y
DGL fiir Feldlinie eines N a _ Y /f
Vektorfelds E(F): R SR ' -?(_ B £ (x,Y) //:_;;z_q
X

Zusammenfassung: C7.7 Fixpunkte, Linearisierung von Differentialgleichungen

% = $(7)  hatFixpunktbei x*  falls f(x¥) = o

/

Fir n=1: X = £(¢) © O instabile Fixpunkte: ’P(Xk) >0
i . /

® stabile Fixpunkte: ,p(x*-) <o




Lineare Stabilitdtsanalyse (n=1): \ZC?..TLT S

)& = F(K) / -F(xf) = o0 , x‘é)

) = xt) - x** = a4 = f %) 0 (4D (0) ; (
1 1 Fixm o Ll ; X (¢)
Losung fiir kleine Auslenkungen: 0 -5 t

( — . =

"l(\‘,) = ‘U&) Lxp [{" (x*) 'l:] mit charakteristischen Zeitskala: T = | (x*)|

Stabilitdt von Fixpunkten in hoheren Dimensionen:
Ay = F(zw) , G

= = Y - Y > = ’ _’({ - ;’ =?{L(;*)
o = W -0 = = AL A=) o

(o]

|

Losung fiir kleine Auslenkungen ist
Summe iiber Eigenmoden von A:

L = }.i j
) = Z Vi e I ¢
VL ) J !

:I,H) — o nur falls 'A negativ definit' ist: 'Ke(%) <o ¥ \s




