L2. Vektorrdume ] L2\q

Schulwissen: Physikalische Grofien lassen sich einteilen in:

1) Skalare: bestimmt durch Angabe einer Zall (+ Einheit)

Beispiele: Masse, Volumen, Energie, Arbeit, Druck, Temperatur

2) Vektoren: bestimmt durch Angabe einer Zall (+ Eh«keﬂ) und einer K—c‘&&furj

Beispiele:  Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung,
Impuls, Drehmoment, Feldstdrken, Verschiebung

Geschwindigkeit

Erde T Mond

relative Position

(von Mond zur Erde) Bahn
Ubliche Notationen: ;: = i r
‘ T , — )
vD (Text: fett gedruckt)
L2.1 Vektorraum-Motivation
Kiichenplan: L2.4
Wie lasst sich Kiichenplan quantitativ beschreiben, X 2 .
ohne eine Skizze zu machen? y o1
Festlegungen eines 'Koordinatensystems': W z
- Wahl v. zwei Richtungen:
- Wahl einer Ldngeneinheit entlang jeder Richtung (zB. 1cm) ~
g NN, (
Position zwischen zwei Punkten: sl | ™ —~ |7 L J
. ) | )
wird eindeutig spezifiert durch einen Pfeil, AN

oder Angabe v. zwei Zahlen ('Komponenten'):

relativer Abstand entlang Achse 1 ) _
relativer Abstand entlang Achse 2|

[Altland-Delft (AD)-Konvention: Index oben;

viele anderen Texte: Index unten]
[Siehe AD-Buch, S. 24]

P
—

'Vektor'

U)o el i) ’

- parallele Pfeile gleicher Ldnge stellen denselben Vektor dar,
denn die relative Position zwischen End- und Anfangspunkt ist dieselbe

- geometrische Definition von: . - 3
- o - ) _ [0
- Vektoraddition (komponentenweise): e = xty ~ ( o ) ¢ (—‘!O\ - ( -qo) @)

T . . - l20 240
- Multiplikation mit Skalar (komponentenweise): 2 Yy = Z( —90 = \ligo ®)




L2.1 Standard-Vektorraum fR% \L 1.1¢

n-Komponenten-Vektor (Spaltennotation)

" R . i-Komponente:
TK=}><£ S . } (1) .
. . v=
= [ }T transponiert
ot n-Komponenten-Vektor (Reihennotation)
X ¢ Y’
n n u = e =
Vektoraddition: +1 Rx B — R , (x, 9 ) ( ) = I xte. y2 o
'komponentweise ‘
Addition' . (I) L) . Xn '+ 3vx
o . ol 4+ | =
Beispiel in R : (_' (c'J ®
A Ax
Skalare Multiplikation: cRxR — R , (A, ) | ) = Vx| &
'komponentweise Streckung' Skalar ‘
A x"
| 3
Beispiel in R : 3 (Z\ = (L , ©
> 9
L2.2 Allgemeine Definition eines Vektorraums le.Za

Obige Vektoren in ™ haben eine Reihe v. wichtigen Eigenschaften [(siehe (i)-(ix) unten].
Diese werden als Axiome (= 'definierende Eigenschaften') des Begriffs 'Vektorraum' aufgefasst.

Definition: Ein F-Vektorraum iiber einem Korper F ist ein Trippel,

bestehend aus einer Menge V, ausgestattet mit zwei Verknifungsregeln,

Vektoraddition: y: VeV , (%, ) — = ()
Skalare Multiplikation: et FxYV —YV , (& ,ﬁ) — = (2)
mit folgenden Eigenschaften:
(T) (\/ + ) ist eine kommutative (Abelsche) Gruppe. Das heisst, y « ,{; , o€ v gilt:

]
i) Abgeschlossenheit:  #+V ¢ (3) ii) Assoziativitdt: i+ U 4 o0 =UeOsir
iii) Neutrales Element: (Nullvektor) (s) iv) Inverses Element von U (©

v) Kommutatividt: 74 U = (e8]




(IT) Eigenschaften der skalaren Multiplikation: Yab eF ﬁ,ﬁ‘ e V: \_L_ZL_"

4 ’
vi) Distributivitdt bzgl. Skalar-Addition: ( r e T = ( 3 t ( ) )
vii) Distributivitat bzgl. Vektor-Addition: Qar ( + ) = ( ) ¥ ( ) )
viii) Assoziativitat bzgl. Skalarmultiplikation: (&,\))a {;— = ( ) (3)
ix) Neutrales Element:  fuir 1€& F  gilt: i =< ¥ vel/ ()

Anmerkungen:
- Die allgemeine Def. eines Vektorraums bezieht sich in keiner Weise auf 'Koordinaten'

auch nicht auf die 'Dimension’' des Vektorraums

- - = .
- Fiir a’(,_,'c ¢ , U, 1w e ) gilt: )
N = -
- Xy
1.:“- by u + v + (6)

‘Linearkombination v. Vektoren'

L2.3 Vektorrdume: Beispiele l L2.34
Beispiel 1. Pfeile in 2 oder 3 Dimensionen (geometrischer Ausgangspunkt fiir Vektorraum-Axiome)
b

(T) Addition von Pfeilen '+' ist 'geometrisch’ festgelegt:
(Anfang des zweiten Pfeils ans Ende des ersten Pfeils)

a

(i) Abgeschlossenheit: offensichtlich
(ii) Assoziativitat: (5: + L) rc = 6 ¥ b FC

(iii) Neutrales Element: ‘Nullvektor': 5 =0

(einziger Vektor ohne definierte Richtung)

-—

(iv) Additives Inverse: -G ist antiparallel zu &

/i Ja

N

- -
(v) Kommutativitat: 2+ b =bsa

1) 8




(IT) Skalare Multiplikation '." ist ‘geometrisch’ festgelegt: (et e ) Lz3b

3"‘{‘//47 | >3 >0: V;ta deon B 2

Streckung Stauchung Richtungsdnderung
- - ) arallel zu @  faqlls >0
Also: A 0. : Betrag = |||z Richtung P f )
antiparallel zu 4  falls ) 20

Distributivitdat R . . V
bzgl. Skalaraddition: (/1 + 3‘) 6 = /4- Z+)a X /

Distributivitdt _ >
bzgl. Vektoraddition: )(M—E) = A7 + ;\ b

Assoziativitdt: )(/A T;) = (;\/)E = ;\9'\;) P 2 s

Neutrales Element: (@) = a txa) =23
Beispiel 2: Standard-Vektorrdume: ! L2.3¢C
rationale Zahlen: F=Q - (_7/| 1&« ;Ve @"‘
! !
T
reelle Zahlen: F =R - (4"4"’ R - R"
/ ) )
“ T T ¢ (
komplexe Zahlen: F =C (2, 2%, .. 2 Y e c” [ W o=x 633 1
Beispiel 3: d-dimensionaler Euklidischer Raum: (z.B. Raum von Ortsvektoren)
In einem Euklidischen Raum gibt es keinen 'ausgezeichneten’, 'besonderen’ Punkt.
Aber in gibt es einen ausgezeichneten Vektor, den 'Nullvektor’ = 'Ursprung’.
C_ , ) assoziere 3 v’/ R o'

‘ /
Referenzpunkt O &>  Ausgezeichneter Vektor :

|

|
Punkt P &  Vektor von O zu P: |
Punkt Q &>  Vektorvon O zu Q: /O
Relative T
Position &> Vektor vonP 2u Q Referenzpunkt

Relative Postionen = Differenzvektoren sind unabhdngig von Wahl des Referenzpunkts




Beispiel 4. Raum v. Funktionen ‘ Lz.24

T - =, 1 —x

Mathe-Notation fiir ‘quadrat-integrable

t .
/ t — Funktionen', mit j,,(f ,[7[4) < 00
(-]
Z.B. Raum der quadrat-integrablen Funktionen Lz' (:D Aber fiir die aktuelle Vorlesung spielt
Quadrat-Integrabilitdt keine Rolle.
Definiere:

f+g

Addition:
101_3 I —R gM
— ()] f \/\/\

Skalare Multiplikation:  ( e ®R) of

Qu‘( < T ~—~)TK.

- ” f M

( ., ) ist ein Vektorraum! 0
Beispiel 5: Diskretisierte Funktionen \L'l 3e
f+g
filat]l > R, £ — ft) 74
Diskretisiere die Zeit: 1 < Intervd f
- 4
< f(4) ~=AL
0 t; T
-~ T af
Diskretisierte Funktion: g = ( )

%73
Vektoraddition: ('r"t’)) = ( ) + ( ) f 747T
( T T T T T T T T T

Skalarmultiplikation:

Vektorraum: if\ (f) eR,L: "'-'z"‘}

Weitere Beispiele von Vektorrdumen (Zukunftsmusik):

- (Ort ,Impuls) im klassischen Phasenraum (T1: Klassische Mechanik)
- Zustandsvektoren in der Quantenmechanik (T2: Quantenmechanik)
- Matrizen (P1: Experimentalphysik, T2: Quantenmechanik)

- Elektrische und Magnetische Felder (T3: Elektrodynamik)

- Quantenfelder (T6: Quantenfeldtheorie)




L2.4 Basis und Dimension |1__2.z,¢a

Ausgangsfrage: gegeben [F- Vektorraum V , X v completeness
Vollstandigkeit

wieviele Komponenten hat U & vt ;

Wieviele 'unabhdngige’ Vektoren sind notig und // ~ /
ausreichend, um alle anderen Vektoren durch sie

ausdriicken zu konnen? Z /
Formaler: was ist die 'Dimension’ von V ] /

linear -~

independence

Sei S eine Menge von Vektoren: Lineare Unabhdngigkeit

= U- C
S= % .., i, ¥, )
Wir schreiben Indizes unten, wenn sie Vektoren (nicht Komponenten) unterscheiden !

Definition: 'Span' - 1 - = ™ l
. : = + U b b U G ®
lineare Hiille { via L @ " 1

= alle maglichen 'Linearkombination’ der Vektoren %_’U",z
¢ span(S) ist selbst ein Vektorraum, im Allg. ein ‘Unterraum’ von V:  span (S) €]

'ist eine Teilmenge von, oder ist gleich'
e Oft is span(S) ein "echter Unterraum’ von V: span (s)
'ist eine Teilmenge von, und nicht gleich’

Beispiele v. Unterrdumen: \ L2.49

dwmV =3 diw V = 2 im V = 2,
NG NI V2 AP o
V3 V’1 V3 / V’l : V’l
v 14 v

w = sFMA—iD\,SLE w = SPAV\-%.CJZ w = sPavni:}z
A}wg\/\j = 2 o(.m\/\, = | o(lwlw =1

Allgemeine Frage: unter welchen Umstdnden ist 5? wm(s) = V 7




Definition: lineare Unabhdngigkeit
(dient der Verallgemeinerung des Begriffs einer 'Basis")

Die Menge der Vektoren S = i U, , ?7';,‘ 3

/ ?

heiBt 'linear unabhdngig’, falls es nicht maglich ist, eine nicht-triviale
Linearkombination zu finden, die Null liefert. M.a.W:

R AT 56 )
falls aus v,a *tU,a +-..+ Y, (z
folgt dass a'  a* . a™ (2)

Umgekehrt: S ist 'linear abhdngig', falls sich einer der
Vektoren als Linearkombination der anderen schreiben ldsst:

Qs -

geomeftrische
- -
ZB. = Uy o,l - ... ¥ U @ (») Anschauung

In Skizze: |\, , '5-:., Us § sind linear unabhéngig, {5 , ’5-:., Us, 3, { linear abhidngig

.. LY = _ | - | _ -1
Beispiel in R U, = ( D) W, = ( 7’\ Y = (_I)
. v, 'l—J.q_l 3 z sind linear abhdngig, denn U+ T J‘_; =

Bl  sind linear unabhdngig, denn Vit Uz e = a= 4=

Falls S linear abhdngig ist, enthdlt S ‘redundante’ Vektoren. \ L2.44

Span dndert sich nicht, wenn linear abhdngige Vektoren weggelassen werden:

Fals ©U. = 2 U a,j (Intuitiv: der Vektor U bringt keine Richtung ein,
" . die nicht schonin i, .., ¥ enthalten ist)
9”1-: sfamz J; ) T / 6 J i = sfamz J‘l ) e , 6 } (|5

(z.B. 1}#_ auf Seite L2.4¢)

Empfehlung: Redundanzen vermeiden, immer mit linear unabhdngigen Vektoren arbeiten!

Definition: Vollstdndigkeit

.S heisst 'vollstdndig', falls Sraw (S) = (D

d.h. jeder Vektor in V ldsst sich als Linearkombination v. Vektoren in S schreiben.




Definition: Basis \ L2 .4e

Falls S = 1 U, e Uy i (i) vollstdndig und (ii) linear unabhdngig ist, 0

bildet S eine 'Basis’ fiir V. Die Anzahl Elemente der Basis heisst 'Dimension' v. V

Konsequenzen:
(i): jeder Vektor U eV It sich schreiben als Linearkombination von Basisvektoren:

U = Vo +tUa +.-..¥VY,4 'Entwicklung nach Basisvektoren'  (2)

(ii): diese Linearkombination ist eindeutig (‘unique');

denn wdre sie nicht eindeutig, d.h., gdbe es auch eine andere Linearkombination fiir T

= v, +V, r-- + T, s ®

wiirde gelten:

@ () sT-0 = G(d-5) v Fla-b)e T @ -L s

im Widerspruch zur Eigenschaft der linearen Unabhdngigkeit v. S |

Einsteinsche Summenkonvention (ES) \ L.Z 4{;

ﬂ,&‘fﬂ@z#.,.+ﬂn8w= A8 = AB = ()

2
Summenzeichen verkiirzt Formeln!
Summationsgrenzen sind ohnehin immer dieselben, lasse sie weg!

ES: wenn ein 'Paar von Wiederholten Indizes' auf derselben Seite der Gleichung
vorkommt, ist implizit auch eine Summe lber diesen Index gemeint!

Da iiber den wiederholten Index summiert wird, ist sein ‘Name' (i, j oder | ...) egal!

In Altland-Delft-Konvention enthdlt eine ES-Summe immer einen Index oben, einen unten.
I 2 " A 2 )
2 < ]
4;8 fﬂzB“-——"'AnB :Zﬂis ZZ_AZ-B-‘—
6=t v

Uber i wird summiert (wiederholtes Indexpaar auf derselben Seite der Gleichung)

Uber j wird nicht summiert: j kommt auf jeder Seite der Gleichung nur einmal vor!




Man kann zeigen: ‘ L2 b
- fiir jeden Vektorraum existiert eine Basis s

- alle Basen eines gegebenen Vektorraums bestehen aus gleich vielen Vektoren
- alle Basen lassen sich durch einander ausdriicken ('Basistransformation')

RVK
Standardbasis ('kanonische Basis') in

«l
R" = §§= o \x',-mx“éK} _ ()

: Position j
<"
Standardbasis: i | g mit Basisvektoren ej = . @
= - (3
Kompakte Notation fiir i-Komponente v. ej : 9,:\ = )
I ) )
'Kronecker- ; falls 3, 8 2 53 I 6 .
delta’ Symbol: N i LA LA I R N O
falls 3 3 3
e 3T 8%, & ° o1
Entwicklung eines allgemeinen - - z .. - ES
Vektors nach Standardbasis: X = € +C A, = )
L2.5 Bezug zwischen n-dimensionalem -Vektorraum V und R ' ‘ L2.5a
Hut: 'Vektor aus allgemeinemm' oder €- Vektorraum V (z.B. abstrakt, oder geometrisch)
A
i'u:} z = {‘6‘,/ ,_,/1?‘,,‘}, sei eine Basis fir V )
Entwicklung eines allgemeinen A A A EsS
Vektors in dieser Basis: w =1, t...+ U, = (2)
Basisvektor Koeffizient

A
Die Basis definiert eine bijektive Abbildung, die jeden Vektor U & v
auf den aus seinen Komponenten gebildeten Spaltenvektor in R" oder C" abbildet:

auf gut Deutsch:
schreibe statt dem n
abstrakten Vektor w«

—

~ -
deutet an, dass 7’)\L =uvuw — ®  einen Spaltenvektor g
die Abbi)\dung sich J hin, gebildet aus seinen
auf die U -Basis Komponenten beziiglich
bezieht! den Basisvektoren fg .
Basisvektoren in V wer&len auf ( A (_z_) ‘ ("\7‘:\ Man sagt: 9 ist die

Einheitsvektoren in & oder € ':P{} U:I ) - - Q) '‘Darstellung' von U

abgebildeT: ) Position j in der Basis {'ﬁ'.‘]}




Die Abbildung 953— , die einen abstrakten Vektor durch seinen Komponentenvektor \ 1.2.54
ausdriickt, ‘'respektiert’ die Regeln der Vektoraddition und Skalarmultiplikation:

belfein) = Goldd v+ $lir)  ©

addieren, dann abbilden = abbilden, dann addieren!

tf{;(ai‘«) A @)

multiplizieren, dann abbilden = abbilden, dann multiplizieren!

"
0. = 560' ist ein 'Isomorphismus’ zwischen \/ und R

" e
= \l . ' ~Z k" (sehr starke Identifizierung!)
und R sind isomorph V [aber nicht eindeutig, da Basis-abhdngig]

¥~ geometrische Vektoren
.. .. (S 2
Beispiel firn=2:  ¢5 : E-— R

. (503, | (2a2) s|o- . . o/
f’é‘(uwr) = (#) s (z)f[z)=“+'w = 9‘8(“) # Q(W) G el
oo m :
Addition in Addition in R® -
(5a.3) 2 - { N .
6o (2u) = (4\"7'(4:1“ = 2z 4o (u) @ g
Multiplikation in 2% Z\Mul‘riplika’rion in B ’ Py
Zusammenfassung: L2 Vektorrdume \ 2l a
[E-Vektorraum: ( \// b, o )
Vektoraddition: ¥ (\/ ,V ) — V Axiome:
- 7 _ T (i)-(v): kommutative Gruppe
&, b) — axb

Skalare i,vii) distributi
Multiplikation: o (F, V) — VvV ) % (vi,vii) distributiv

- . . (viii) assoziativ
0‘) o +— A = (dz (ix) Identitdtselement L

(74
Wichtigstes Beispiel: K

R = zb: =, .., e \d, . " e R 3
_ d +l
Vektoraddition:  +: RaR — K, (&, D) (aeb) = a.f b

Skalare

- - Ab
Multiplikation: o RAR = F A, = (%) = :

AL




Weiteres Beispiel: Diskretisierte Funktionen:

_ - )
Diskretisierte Funktion: [ = (P, Ty ‘CN} l: F %QK
(F3) = (Y4 3

Vektoraddition:

<
—

Skalarmultiplikation: (q.f)” —a(F) oy Tl

Vektorraum: ({ £ (f)’: cR 1= "'-';N},*'/')

Basis und Dimension

[~

s=14i% .. & § =V

SPam (S) = alle moglichen Linearkombination
der Vektoren Yj

‘Linear unabhdngig’, falls

Gja.S:‘;@ a_J:o V'J

S ist 'vollstdndig', falls

Srhvl(s) = \/

S bildet 'Basis’, falls S vollstdndig und linear unabhangig ist.

o
A : i-Komponente v. - b i

o e ) . - .
Standardbasis in -~ TR ¢ = | . j-tem Basisvektor:
Jj-Position o

-~
——
=

{

'Kronecker- g;

L falls 'S5 ut
delta’ Symbol: .

O falls V¥ o




