C3 Partielle Ableitungen C3a

d - - ]
Betrachte 1 : R = B, % & £R) = Flx .., x%) (Skalarfeld) 3
Beispiel fiir d=2: Hohe eines kugelformigen Zeltdachs: XZJ—JZ + L &
- T T - 1 y 1 2 2 '/7_
X = (0q)'= () §5Y = [R- x*- gt ) = [R- ()'-()*) @

C3.1 Partielle Ableitung

Wie dndert sich £ (&) als Funktion v. nur einer der Variablen, ¥ wenn die anderen Variablen
festgehalten werden?

'Ameise auf Zeltdach:
wie dndert sich ihre Haohe,
wenn sie parallel zur

1 -Achse krabbelt?"

xT

Wie dndert sich ,C (Z) als Funktion v. nur einer der Variablen, X;‘ ? i C3b
Definition: 'Partielle Ableitung von ¥ am Punkt X , hach Xt '

B’C(ﬁ = llw -‘%-[ e . xie§, o, k) = KO, ¥, -'-,xd\] u

v ° .

% 6= nur x? dndert sich,um &
In Vektornotation:
> X’ - 1 - <Y = S
X= x‘ = € x! DF(_x) = [f..,\'%‘ [(—(x{—se;) - ﬁ(x)] = 91() (2)

( 4 o o

“6), i, 2§
Lineare Ndherung: f(z+$8Y = F(2) ¢ $9:f(}) @)
eher uniblich

Alternative (%)
Notationen: > xb

= )x; ‘f(?) = )'; £3) = Eci) ®

n Lieblingsnotation

Merkregel: Index oben 'im Nenner der Ableitung' = Index unten in Kurznotation fiir Ableitung

fz) |

Beispiele: ?y ( x m(j}\ = —-x 'sm7 "
| 3x

Oy ( f,j:oin(xzcz) = 3@  sn(x?) )

. Index, nicht Potenz!] 2 XI
2, (2 siutd) = € w(e) (@




C3.2 Mehrfache partielle Ableitungen (rekursive Definition) Czc
?.

-3 , = ———" — )7—1 = = )‘L ’)E(E‘)
3 l_ - - “, S = “. > @
.W(?“i; (w f).) = D(w) R )
Gemischte *
'a = — A\ ~ e . -
ic;;ﬁ-i”e % ‘((?x"{:(y)) = ))N DxL‘F(X) 35 )_;‘F(x) = %,L’c(") = {i’ X (®)
eitungen:
| ' 3y
Beispiel v 2, 9, (&£ ainie) YO0 s snne) = 2e el ; L@
Seite C3a: e gleich!
b. ! x!
b2 )L(ez’ $m(\<"\)( v 0, o2* w () = ;: tos(xt) (5)

Satz v. Schwarz: Fiir hinreichend glatte Funktionen sind partielle Ableitungen vertauschbar:

fl\/: F| o> R N
x;bw; }L)“Rk)~%b‘m‘)

©
'Hinreichend glatt' bedeutet: alle Ab!‘-ei'rungen bis mindestens zur 2.ten Ordnung sind stetig (AD-Buch, Seite 231, FuBnote 12)
]' - . .
%, 'f>j f, o 9J f, 3.:32 f [Beispiel wo dies nicht gilt: AD-Buch, S. 231]
C3.3 Gleichzeitige Anderung aller Variablen C3d
'Wie dndert sich Hohe von Ameise auf Zeltdach, wenn sie parallel zu z krabbelt?'
beliebiger, vorgegebener Vektor
2
' a 2 2 2 g 1 L2 2
fiR — R = g 1) f 6z82f+(9(5)\‘| fly'+ 621, y>+62?)
Wie dndert sich eine Funktion ()
_ —F . Flyt+ ozt %)
an einem gegebenen Punkt 5‘-(3‘,3’)
- 6201 f + O(6*
wenn sich beide Argumente gleichzeitig ) “of @)
_ Y,y 1 1,2 2
dndern, von Y nach 3’ ¢S 3 PN (y'+ 0z, y°+02%)
y° ?
- T
mit & Kleinund 7= (', 2%) beliebig? Why?) )
yl
G- 1] = 5 a4 52 LG 5y gl
: = - +4 2 ) D ( 2
Es gilt S o S 1[(134—52 4 | ﬂ J /XJZ=.‘]F3) 27 Q)
4 (Begriindung: Seite C3e)
Verallgemeinerung: Fir £ . R* — R, ,j‘ — F(ﬁ) gilt: 3y

o
‘:w 203y _ L(2)| = _ - 1 Merke: .
%‘-’o S [ ‘[(‘14’ g Z) I(g 3] JZ % I]) iovar‘-lanf'zl.\lf:g?onEJ “near‘ in Z-J ! (Lfl




Begriindung fiir (d.2): f 52205 f + O )\/l Flyt 021, g2+ 622) |C3 e

explizit fir d=2

fy'+ 624, 97)
PR N

[ = (g‘, .Jz)T (M ‘ 5210, f + O(82)
$T=(52,32)T a) ) O N )
y2
[fEesD-tm] =t ® W) ey
yl
[ subtrahiere und ad(é,i:,r'e dieselbe Grafe
[_] ¥(3 +Sz \11’ Sz Y- £y +52'q")  * £y + 52,47~ £l ,yY) W
B i e Y W —
s —
« (58, F(q' 452‘1 q°) + (529, 1C(3', 3‘) A )
= §2), [ 4, )+ 5 2,f4) ]+ (32.)9';(3‘13,) (o
(5) in (3): vernachlassngbar weil v. Ordnung J(§%)
2 . v
o s[5 - @] = F[a 42 2 r] - TP Lwp @
Anc\leog folgt (d.4) fiir beliebiges d
Beispiel fiir (d.2) Cyf
gy = $lq.92) = (3'”:1‘)‘ Q)
1 (d’“) 2
l;‘:a —5- [I(lj(- S i) - ((5‘5] = D( ‘[(]I,jz) 2' + Dt 'Flj,:j')% )
= z(as'nnl)z' . 6(3'4531') 2t ©)
Explizite Rechnung ist aufwendig... :
HEg) o (@ eqye aY @
K(:]'» §2 114, $2¢) = (l]' + §a )z + L(3'+ §2' \(3”52‘) + 1(1314 S‘t"}’- )

=UI')L + ZrJ'éz’ 4-(52')’- + Gh'f + 1'Sz"+ St'«%h.ﬁh] + q(:]zf'“gv‘{z% 9(&?‘; )
= gyt e Al e St L e aeger v g ] Ol) @
= ) e 5[2(q'+ a4 6(1‘;53‘)}"] + 0(8*) (8)

Sh—:o g[“‘lﬂ S, gt $at) - F(fI'/'J‘)] = ey UprgE = - (@)




C3.3 Kettenregel fiir Funktion von mehreren Variablen ‘ C 33

'Wie dndert sich Hohe von Ameise auf Zeltdach miTxZeiT, wenn sie entlang ﬂj(x) krabbelt?'

beliebiger, vorgegebener Weg

¥:1K"—->K, 9w k) - %{,---,3‘) 0 =
§ ‘R {QJ, X - Z&(*\ = (%‘M, e, 3‘(:))T @

(o ROR, x o £ =l -, §'3)

In Skizze: d=2
ilt: d £ (50 2f(3¢xy) wie normale
pann git d = Z 1 gl ﬂ Kettenregel, aber  (4)
olx j=r g cfx

summiert iiber j

(Steigung von f mit X )= Z (Steigung von { mit 33 ) mal (Steigung von jjmif x)

J
Falls der Kurvenparameter der Zeit entspricht, x = t
. - d - , -
fsy) = 488@n 5 2EELY) ) )
ot j=r g
Begriindung von Kettenregel (g.4) A
d 15y _ G L - 2
- dx - $ —o s i‘;(i(—x‘;s—)- L(ﬁ()‘)\] = . (l)
(C1b.3)
Fiir Jede Komponente 4 (x+$) = 1J(k) b § J,,ﬁ(x) Z\;ﬁer aller; ()
von 3 gilt: 3 J(x) eitungen!
ion: T s) = 70 ¢ Sd Z0e d T
Vektornotation qlx+ {06 + &&f - (53(9, ;‘&3 () (3
(3)in (1)
(F(v R
FAL ORI —[((3&) §d g0 - E(m) )] = i 5“(3 s5)-4p] @
le S..; - =
Schreibe: 5(»«8 =§ . de§lx)=2 «)
Berechne rechte Sen‘e von (h.4) mittels (d.4):
4 (50 (3.4) ’b Tr(.g , ) 3 f(5) dgm 4
dx J_, ?jJ
Beispiel: ¥(3‘,32) = «n(q') + S;V\-(Sz) 9 = Ix | 3%y =2x @)

. ) 7 dg° X . .
%‘F(j('>> ’Sﬁﬁ 737. 0{ = -SM(S (x)) ; :_J"' + (g (‘))3 = -sm/x '\iﬁ + co(3x)-3 (%)




Verallgemeinerung I: C3i

‘Wie dndert sich Hb‘l}e und Temper';_x’rur mit der Zeit, wenn Ameise entlang j(x) krabbelt?"
£ X

TR 5o fgy <66, £7G6)) 03
3’ R— [pf\, X %(x\ = (%‘(*)I e, 3"1:))1— @)
fo§= ROR] x> f(f(k)) = (F'(50, .. £7(5009)T (3

Dann gilt (g.4) fiir jede Komponente getrennt:

P d . . .

d§ Q (¥)) B z ) Fz@'cx) olj\l(xy . wie normale Kettenregel fiir f *,

T = je T dy t=l-,uq aber summiert iber j )
Verallgemeinerung IT: C3j
‘Wie dndert sich Hb‘h’e und Temper{nur mit der Zeit und der Wincisjdrke, wenn Ameise entlang

£ f 2 - 3(;) krabbelt?'
— <=
e

172 g CL’2 g §
L/ A/

x! ! g(x) 1
L - g

£ ]Kd-—-J' R, 4 0>

. ﬂaﬂ A - - (;\ _ e ( ] xh)

§:Rsp’, x—9 = qlx, ., @
K R IRV: X o ¥(3‘(?)) (3
Dann gilt (g.4) fiir jede Komponente getrennt:

Y d DY : N wie normale Kettenregel fiir -,fi
= =( .- /
WEGD > 2 F Gy 74 )y b aber summiert iiber j %)

Ak J=r 24! xR kR=)..,n und partiell abgeleitet nach y




Beispiel: Geschwindigkeit an Wasseroberfldche

Betrachte erstens:

(Selbststudiuml)
Beispiel fiir 5

{ Geschwindigkeit an Wasseroberfliche, T :
_3‘: TRVL —_> K SI(;) "; N N
x! ~, . ‘ g ‘_’\I\] ‘ d =2
¥z | — Slx)= : O) 11/ / ' W=
xn Sd (%) \ \\j//‘
Betrachte zweitens: T(F) = [U‘(x) l _ l";(_z} (2)
U (%) Tl
7c: W\O( > (K (m:\) ¥ —
Y. . Beispiel fiir f: Betragsquadrat des Vektors Y :
(I"_.:( :d) — —f(y) = 1((1" | ) (3 ‘F(\-ﬂ = | :I_,”"L _ (w)l‘_ %,_)z. o)
J
Beispiel fiir Verkettung: Betragsquadrat
Betrachte nun Verkettung v. f und g: der Wassergeschwindigkeit am Punkt Y -
- n’ -
foq: R — R FE@) = @0 ©
— = [N Z
: o FG) - G+
(. d . o |
= '“Q(x)) ,3 (X)) (s) = Y (9
Fortsetzung Beispiel: Wie dndert sich Geschwindigkeit an Wasseroberfldche mitx’ ? €3¢
- (hb) L _t -2z
D) FE@Y =0, [ (x> r (x')‘] = [ o 7 (xh: '} = - '(::‘,')z ()
Nochmal, nun mit der allgemeinen Kettenregel fiir partielle Ableitungen gerechnet:
. (le.gd 2 2 ) L
M) = e O, e B s (o, ) o)
U9 = ) "
)nc(t?{i’)) = Z—_ Vi \ M_ (3)
J=! ¥y=1G)
_ 2AE Uz AP ULR) "
2y! \g =z X Wy \g =o)X
@a) @) (26) (2b)
) '__’i.g——? ? ' ’l L )
= (\‘()\'_(1. L[~ = v — (\‘(l\r(l ‘ _' _)_.'[-I )
3\3( “)) -3-,_{',_(;)37\‘ ( X \ 31( “)) 'j:v(?) ox'\ ¥ )
=0
2
= 2y of[Z2) - e el Aol _ 2
,7 =V (%) ((X')é ? v(")(@(')"j =ty ( 6{')2) & ©)




C4 Mehrdimensionale Integration (kartesisch)

C4.1 2D Integration iiber Rechteck

flxe, yer)
foLa,blxle, 4] =R
(x,y) "= fry)
Diskretisierungschritte:
¥ b-a st doe
Ny A |
a s h C
Volumen &= J_ Z F(xz ,M,) ¢ ¢y (Riemann-Summe)
z(
Def. v 2D- . X -y - _
Integral: Sy\;;-—)o I % % F("z,‘se') = ./d" dy ‘)[/X,J)
/ lablx[c,dl Integrations-
Domdne
Fubini's Theorem: Integrationsreihenfolge ist egal
Viw X . )
jd’ dy ')[(X, J) = 0 S % ;';"_b 83%; ‘(xb 3&)
lablxlcdl — —
1D-Integral, mit X, fest
~ I d b d
= Sx‘_:o y% jo{lj F(Xb‘]) = jfx ‘(f‘ﬂ 'fofl) )
Funktion v.Xp .
Alternativ: kann integriert werden
fi &> fiw § < i 2)
fdr dy f(x,y) = Sa«-—)o ) % 8*:;:8 % ‘:(xe’]'e"l "',"‘""—"' 'YQ' (
[ablxledl g 1D-Integral, mit ‘[Qtfes'r
N LP I FPR T (b Ty
L e 87 [t = fy ey
ntuitive Begriindung: | — e a
Zihlreihenfolge der Quader in Funktionv. Yy,
ZeilenAoder' Spalten ist egal. kann integriert werden
- 5 d d b
Fubini: f_/{’i d[Y df{x,j) = jo(x _(d'j 'H",}]) = _(dfj jdx ‘Hx,y) 6)
Q,bixle, G c c (-3




Beispiel "S:'-[‘),Z-l)‘[b,\]—)K, (%, {) +> {(Kb) X\Y+'J Clce

2 ! PR . Y Q)
fix fo Fory> = fbr a5 Coye = [l (o 2057 &
o [ ) ] . .
= A lxses) = (54 +§")° = eyt 3 )
o
2 Fubini

stimmtl

(0

ja”h xj)—PJJ** ry+y) f"J Sy e,
3‘ z S
= jdj(z-‘f‘]’rba):('?ﬂl"z?“ )\ =4ty =3 €)

[

Analog in 3D: f dy dy de £, y,2) = fdy fdj fo{% ‘f(x] ) ©

Lol le.dlxle f] Z— Reihenfolge dieser Integrale ist beliebig

Satz von Fubini ist nicht anwendbar, falls das Integral jo(x .(3 \g(K,'})\ nicht existiert.
Siehe AD-Buch, INFO auf S. 240.

Beispiel -S:'_ [0,2-1)‘ [b2]1 = R Cle
SIP — {(x,j) = XY+ ‘JL ©
2 l PR 2 Y
Idx Idj 'F(x,j) = !dx Io(j (xj+ ,37-) = I:‘)‘ (X %‘, +3Y ) . @)
= e Led) = (55 6)
Fubini
' z o stimmt!
Jay [dr Flx,y) = foy [ by o) w
[
= J“j(t-tf‘] o2y ) = (2 €)
b 4 f
Analog in 3D: _( dy 0{5 A¢ ‘f(r,y,z) = fd, f,{j fd:g J-’(x,},;) ()
a ‘e e

a‘ ’ ' . . . . L.
[aledxe.ddele f] Z— Reihenfolge dieser Integrale ist beliebig

Wann ist Satz von Fubini nicht anwendbar? Siehe AD-Buch, INFO auf S. 240.




Integration liber allgemeiner Domdnen

Riemann-Summe:

Cid

~ 2 $t2_ f (“z.w Q)
a<ck<ca,

heas o<y el

Integral v. Funktion F(x,y) iiber d. Fldche:

= ar b
J;:o(j fley) = Lofx [ L ;‘_“’:13 ‘:(x,u)}
och s Ji; [ Jj b b |

Fir das 'innere' (zweite) Integral sind die Grenzen abhdngig von der 'duBeren’ (ersten) Integrationsvariable.

Bemerkung:  Ct(¥) bzw. & (¢
miissen eindeutige Funktionen sein; falls sie es nicht sind,
hilft Unterteilung des Integrals in mehrere Teile:

Beispiel: Kreisfldche

da) R Gt
q (=)focx dy - ) ®
-R et
R O] R
= ‘{0{: [0;_(")—0_()!)} = ij(x ,Kz_kL )
- -2
Substition: ¥ = Runt Grenzen: R = Ruwn(o)
MaB: i—i = =R gt b R = Rew(w)
(Z) ° | N 2 1
A <z (bR snd) [R5~ % nt ©
T — N .
R 1 - ot = Rt *
18 ® '
=z gt Jd.{- autor = g &)
& ——— part. Int.
/2,

Ckhe

Bestimmung der
Integrationsgrenzen fiir y:

X2 vz =R ©

G 7Y =R e

-

¢
5 G- It ‘/—
R

NI
c_(x)= \j_\




Zusammenfassung C3: Partielle Ableitungen oo Zc3
€02
Partielle Ableitung: I 1R°l--> R
M) = S [F(R68) _ £(2)] )
2RV S=o
=% f® =3, fr) oy
Satz v. Schwarz: Di DJ’C = a\l' 3,: £ ) |f 52282f+(9(52)\>- Fyt+ 621, 424 692)
L Ft 02t R
,C: r&'* — R, 3 — \C(:D 62100 f + O(62)
. f(yl,yZ) 52> 1 1,2 2
- - N CCye L (y'+0z7,y"+ 0y°)
(tu«lg'[_‘p(j*'Sz) —§(5§1= 'b_pf(%) (3 W | — 5t —F
W)

(y'+ 62", 9%)
1

- d I wi = n
R Y L T R e

: . d ; .
Allgemeine (2 (%) 2 G 4=

Y

Zusammenfassung: C4 Mehrdimensionale Integration (Kartesisch)
Integration in &~

L d flxe,ye)

Idx fa(\l] -F(x,g) = fim  SS¥ L 1C(xz,'j¢‘)
e ¢ §°,54 =0 L r

Fubini: Integrationsreihenfolge ist egal: m
C+(I)7/ —
b wun o 4D ./ a
jdx fo(lgz -F(x,'j) = jo(J fdy ‘F(x,«j)
a x> T
3 ¥ 'J“ X'('p Q..(-a
A\ o
Fiir das 'innere' (zweite) Integral sind D i
die Grenzen abhdngig von der 'GuBeren’ o (@) =
[ d f
Analog in 3D: f dx Ay Ae fle,y,2) = fd, _{dj ‘{d-“ flry,s)
aQ e e

lablx (c,dIxte,f]

Z_ Reihenfolge dieser Integrale ist beliebig




