V: Vektor-Kalkulus tE; Via

Vi
Euklidischer Raum (ER) = Ursprung + Euklidischer Vektorraum
(Raum unserer Wahrnehmung)
- - 3
Punkt im ER: P =0+ 1, Tek
Differenzen v. Punkten sind Vektoren: I+
- - - - ¢ 3
P-p' = T-T <E
V1 Kurven tt—
I . ‘ TKd 1 r
V1.1 Definition einer Kurve m
2. T d
r —_—> K )‘I('“ (()
— ) =] ¢
t x4le

Intervall: T. €® , wir wahlen id. Regel T = (DIT) @)

[im Sinne v. Seite L1b]
Die Funktion T liefert eine 'Parametrisierung d. Kurve'
Beispiele von Parametrisierungen i
- T
y jood=2x eine mégliche Parametrisierung: (6= (¢ . 2t ) , te(o ) ()
andere mégliche Parametrisierung: 7 (§) = ({7‘ 24 ) ] Le 1y @)
)
weitere mogliche Param(i;rmsmrung 5:“7) = ( Som b , 2 sl )T {-e(o, 1) ®)
Sin /
W= 3 // ¢ ’
‘ i sgliche Parametrisierung: )T
ne m metrisierung: T -
%el e magliche Parametrisierung T4 = [Jc R ) ) Lé(o,oo) (%)
s - - £ oty
andere magliche Parametrisierung: (| = (C e ) , {:g,(._.,)w) s
. T
naheliegende Parametrisierung: Tt) = (e b' sint) , te G z=) (e

¢=’c

T naheliegende Parametrisierung: 'F(Jc) = T 4 (1“ - 'T'.,){, ‘EG(D,I) ()

x ,;: Parametrisierung einer Kurve enthdlt mehr Information als die Kurve selbst:
(4] . I . ' .
Kurve sagt aus, wie die 'Reiseroute’ aussieht.
Parametrisierung sagt zusdtzlich auch aus, wie schnell sie durchlaufen wird.




V1.2 Kurvengeschwindigkeit ) ® Vic
—2

'Kurvengeschwindigkeit' '7.;-[-6) 2Zeit t el e (O‘TS , |I‘"'.
ist definiert durch die lineare Ndherung: |

Tle§) = FO v 8FH (550

Tl4)  liegt 'tangential' zur Kurve,

r(f) || x(t+3)
denn eine kleine Anderung, 5* ,in t bewirkt, dass sich * — o
T T~
in %5 -Richtung dndert. EJ\}L‘"’

EN (‘) ¢ s - - - T
vl4) = [¢em [TM ] A7) = dy FO =51 v(t)3; ks
— = & zTy v(t)

i i 1b.3 | . ..
[Vergleiche Mutter aller Ableitungen, C1b.3 1] Wir definieren I als offenes (1) Interval, denn

- Rand ist die Ableitung d#ft) ini
Komponentenschreibweise: 4’1({) = ¢ fu&) (3) |amRand ist die Ableitung = undefiniert.

Am Rand: () = i un é-g-;;“:,

Ly (. ) (o) (g)
. . . . L. ol [1
Kartesische Basisvektoren sind zeitunabhdngig! |, ol A Siche AD-Buch, INFO auf Seite 409.

= d - L - . N . . 3 ) -
= flE00) < G4 = gy e v = ol = o

n

— Y €150 = =
Beschleunigung: oy = & = vt) = *Q@) @
Beispiel: Kreis Parametrisierung 1 ¢Par0m6frisierung 2 ‘LVld
ho Sl




Vie

o o é “ Parametrisierung 1 Parametrisierung 2
Ort: & = PP X (0 Ple) = 2t ( $ule) = i~ enlzt)] (»
o § 5 #)
. . . “— Quadrat
Beide Parametrisierungen (i = 1,2) == t S 2 2 B
beschreiben denselben Kreis: ”":“ - (X i‘\ ) (‘1?(}\ - ML 1 st 1 -
- . ()
K — er) I te (0',) I Vektor: i =1 oder 2
Geschw.: 'iél- = |~ Sin é"‘“\] %; c;?,(é) = I f;,_({) = T sin(rct) )
= dy(r) eos ¢ - (43 '
. PR - v (—sin b 4 e ..
Beschl.: -Ti = - :NP‘;L{?)l CPI: { : %é. (ES] f" ) ‘Pl =o , 4).,_ = u&m(n't) ®
=A4($) e .-w} 4:‘“
- -R g - TAg @
Zentripetalbeschl. 3 g Anderung der Geschwindigkeit in Tangentialrichtung
Furi=1git  |IF() =1 o,y = =7 ) N (4] = @Y @
TU =0 U&= o (%)
Ableitungsregeln: "{t = ﬁ o(“': = d{;(?(é)) Vef
Fir #(€), () alt) - .
gilt: dy (7 3) = AT r 4 o
R Produktregel . -
o, (a"\) = ) ® o (dtf) (2)
LD - WPs v TS ®)
b (7D T @AeE v TrS) )
Herleitung: o
nach Komponenten zerlegen, z.B.: Te) = ¢ t)y , 3= e\' sd() (s)
dy F03) = df(E:r'0) « (g;sit0))] “)
T (gl - (gsiw) ¢ @Grw) -5 dysie) @

= @A eE e FAS) S ®




V1.3 Ldnge einer Kurve
Kurve: © : (T) — (Kd, LT

Schatzung der Kurvenldnge:
(mit Diskretisierungsparameter %)

Z “ ‘r{{,,{- &._) 4‘(%\“ ()
@ = 3t ol = 3T,

Tatsdchliche Kurvenldnge:

LI{) = b Ly 2 b S Z ARG < [y Fu

6&40 /
= (t
Beispiel: Umfang eines Kreises: (c.2) dE Ty
Ft) <R (eon 2nt, siazmt)’, & (o)1) @)

(= = 27 R [sin reat (%)

=(

!
L[{] (2:) jgﬂ' R = 2R v )

‘F.:({-) = zuk(_-siv\zlt'{:) v Tt )T

Lénge ist unabhdngig von der Wahl der Parametrisierung der Kurve — +lt (4, 5, (W4
= d -

: — R - (¢ ) ’/\—\,__\/
r (D.T) J t ( ) X‘ - ? .

Argument v. F(4) sei
T(t) ! Hs)

Zielelement einer | 1 (ab)— (D,T) , 5 P ) ?- - - /.__/-7(

bijektiven Abbildung:
wegen Bijektivitdt: f_s't(sb >o B

t-Parameftrisierung:

Konstruiere nun alternative Parametrisierung derselben Kurve:

W?

s-Parametrisierung:  F': (5 L)~ K‘l , S l—-)\-:‘(s) = ) @

s-Geschwindigkeit: Ay ¥=+'(a k)
T “ | 4 5 (); 7' = dtm — dt@ld (¢ )“
ldFn = Lds(to) 1 = | § ol e y |4, Ttess
NGal = ol falls oo

Kurvenldnge:

GBS ) <
K- Sasuw»u—ﬂ b G2 T L (g g0 | Ly
=t

Konsistenzcheck erfolgreich: s-Parametrisierung liefert dieselbe Ldnge wie t-Parametrisierung!

In’regralsubs‘rntu‘non-




Natiirliche Parametrisierung einer Kurve: durch Bogenldnge Viy

Kurve sei durch T: (o I) — [2“ , W ) 0) sik)  _

eine Variable u parametrisiert. (ﬁ ) f_\\“iﬂ/'
Bogenldnge nach Zeit t: s() = jdu' I d r(u\ \ @) Y = 1_;'(("T’)

(auch unabhdngig v. Form der Parametrisierung)

s wdchst monoton mit 1: si (ot) = (. LY),  tsly, diswee Q)
Umkehrfunktion: Zeit 1(s), £ (o\ L(\‘\) N (o,‘[), < — S )

nach der Ldnge s erreicht ist:

Parametrisiere nun Kurve - (o L(‘&)) . IKJ

7(s) =2 ¥ 6
durch Bogenldnge s: 5 v—> 7, (%) ()

‘Natiirliche Parametrisierung’

Geschw. in “dsi(s)" = "d f(’t)l{_ {(S)u d Hs) :h “ %;\;_’“ % u - ©)

nat. Param.:
Ist t-Geschw. groB, wichst auch Bogenldnge schnell mit t, 'das hebt sich weg'

T m’“> GO PRIy

ds RN b=5)

sauber formuliert:

@)

Beispiel: Kreisbewegung V) {
$= ot 5 l"J—

Bahnkurve: T : (0,T) —» R*
1> 2(4) = (me'@ KS[MJi‘)T ® /

~

Periode: wenn CoslsT)=1 => T-= 'ZES @)
e = o . T €z G
Geschwindigkeit: J_LL - oR (_ Siwat ' cnut ) l Z(‘T;" =R (3)
G * w [t )
Bogenlénge: sd) = _(o(u “ Twy| = Ldu Res = Rat
sy, l%)
Kreisumfang: 5(T) Rw Zr = mR v (s)
W o
Umkehrfunktion: t. (0,2R) = (o,T) , S\ Hs) = R (©)
_ __ LS
/L— ’L(Z'l‘tK7 = %)— =7
Nattiirliche _ R D . T
Parametrisierung: 1‘Js§ = T(t) ( = <K“” (S/k) K "”‘(S/R)) @
. . . oy (?') \ \/
s-Geschwindigkeit: “ds T “ " R (- din —SK— . g W ‘/g) | = \ (8)




V1.4 Linienintegral Vik

Physikalische Motivation: Arbeit (\I\I) verrichtet durch Kraft entlang eines Weges.

Falls Richtung der Kraft entlang W o= sF b X
geradliniger Verschiebung ist: =5 0 s
Falls Richtung der Kraft nicht entlang —
geradliniger Verschiebung: W 5- - %2

Nl
"\

n

Nicht-geradliniger Weg, x‘

mit ortsabhdngige Kraft: E’( (t))

Parametrisierung:

A~ (o) — &K‘[ Lt T (1)

Diskretisierungsparameter: S 3

Arbeit im Intervall €2 \W, = ‘s'z.g ©)

Verschiebung im . N ~ . .

Intervall €: Sy = Tk 8 — T = Ty @
Gesamtarbeit entlang der Kurve y \ Vi €
W [\‘ 1= \EM > mit dieser symbolische Notation ist

T gemew?/\
(kea), () Se ‘:" \

= lisv«_m 5£8i r(é,) :(r&p) jdi- T(t). F(F() f"(\" )
* ‘Linienintegral der Kr'afT F entlang des Weges Y '

Definition eines allgemeinen Linienintegrals: (3 Konstruktionsschritte)

(o 7 fa e
(i) Definiere Parametrisierung v. Y : i (O,'U) - Kd ) t— T (1) (%)
(ii) Bilde die reell-wertige Funktion F({) . f (F)) = '? ¢ —:é )
o e - T , = 8 3
imarecsevses [ e 2[5 o 5

C ot

wird auf 'Wegelement' projiziert

Hl

Der Wert des Linienintegrals ist unabhdngig von der Parametrisierung (analog zu Seite i)




Beispiel: Berechne das Linienintegral J ds. .E(.'—') 22 Vi "
X(t) A o /// ~
fiir Weg Y TlH= B+t 23 , te(-y)y o 7 \ \ 7 m—

. LA
und Funktion £( ;1) = 4 e, + (;:(_2 63 (Windstrudel) (2) k%y// \

. ~RE ) «
Was heilt das explizit?
) 3
isi : (=)= R ) = ¥(d (2 t }
Wegparametrisierung T (=41) , te s [ 4 (U\ 2t ®
Vektorwertige Funktion: T 12,7' — [Kz, Ty £(7) = {;((_:\ (i- _jx ) 7]
$ '

. &({\\ ®) zt‘\ <= 1@ [yl )B) (zt ) i
=1, = f(\ = -
Tl{\ ('ﬂ“\ ( z 4 Fl=t ) ( -t ¢ Durch Windstrudel

(3 . 3{:7. L s verrichtete Arbeit

> <= "> 1 ‘0{3 2 1 43 entlang ist =o

TH)e £ (FLe) = [ 2 \ ‘ [— fs) ©) denn Wind weht ‘mal von
vorne, mal von hinten'.

(t (b ( | |
— . - ¢ .
- =\ _ =. = (4t ¢ £t -t | =0 @ Arbeit entlang y'' y y¥
iz 7@ = [ar #F < ( ) ) Arbeitenion
Zusammenfassung V1: Kurven 'Z VA
' ', Y‘_ { - R (R'd -
Kurve': = {TH |t e I} wobei ¥ : I=1(0,T) — (¢
- —]
_ t - 7@ >\
Ort entlang Kurve: WY = é} pRILAY T
Kurvengeschwindigkeit: %H) - d_;-';_[i,) = 'é“ ;Lil{\ = U(t) liegt 'tangential’ zur Kurve
T = unabhangig von Parametrisierung
Kurvenldnge: L) = foo({ | T des Weges
} sl)
Bogenldnge nach Zeit t: s(t) = f,;(u, “ dur(u\ “ /‘—\r\(ﬂj x: 7 (0,"6)
]
Nattiirliche Parametrisierung d _ _ —
durch Bogenldnge: A (o, L)) =B, s+ 7() = f“'“)), “ ds“;_(s)\\ = |
Fiir Vektorfeld: f : ¥ — TRd ) T — f(i—“)

(vektorwertige Funktion von ¥ )

Il

k . unabhdngig von Parametrisierung
f 00({- < f des Weges

Linienintegral: fx ds. -F.




