L3 Euklidische Geometrie: Ldngen, Winkel, senkrechte Vektoren... ‘ L21o

(bendtigt neue Struktur liber Vektorraumaxiome hinaus)

N~
-

N A
Sei U = nyi-?-j”jq-e,%z

Ldnge von {r nach Pythagoras:

2 z
Linge = [T| = xo & 52 £z
————————

quadratisch in Komponenten!

-Fir R" : Skalarprodukt

- Mathematische Abstraktion: inneres Produkt

- Ldnge

- Winkel zwischen zwei Vektoren, Orthogonalitat

- Orthonormalbasis (alle Basisvektoren sind normiert, und zueinander orthogonal)
- Inneres Produkt, Metrik, kovariante Notation

L3.1 Sklararprodukt in - ‘ L21b

Def: Skalarprodukt ist eine Verkniipfung v. zwei Vektoren in m.“ zu einer reellen Zahl:

— T 1:_:'1 T w-:_
Sei v = (U", ...)U“)= . v = (u’l -, «s") =% t
o" s )
Skalarprodukt:
AR Skalar S .. : .
¢ KxR— R, (F&)— Lr) s 2 0§ @

AT

Notation verdeutlicht, dass diese Zahl von zwei Vektoren abhangt

\ falls i:\j (3
Kronecker-delta Symbol: 3;" = Lo
4 (o) falls L]

S 1 O z 2 N wn .
(T, 3) = UW+rVU Wa bW W5 = §ouJ ()
Beispiel (n=3): in Physik bevorzugte Notation
T
(02,007, (340D = ('Z\(ﬁ ) = 13 pz-(-) v 0k =1 (s)
°) \y




Eigenschaften des Skalarprodukts:

(i) Symmetrie: {v,e) = a5, w) )
(ii) Linearitdt bzgl. Vektoraddition: L et 'l}./ )= Lu :":"" > v A, W) @
(i) Linearitdt bzgl. Skalarmultiplikation: ad ’ ) = alT,w) (3)

(iv) Positiv definit: dv ‘ T) >0 g¢veV, G40 (@

(¥, =0 & T =06

Eigenschaften (i) bis (iv) gelten offensichtlich:

‘wenn, und nur wenn'

. . : (‘ ’
(i) Symmetrie: per Konstruktion 2 v'w'! = Z @' v )
3 1
(ii) & (iii) Linearitdt: denn Skalarprodukt is linear in Komponenten v. v und T
Tlutroi)wt = Tuiel « Toeiul Zloow)w' = aZviu’ @)
{ ] 2 [ t
—- - k)
(iv) Positiv definit: denn <U‘J &) = ) Z ) >, @
1=

W “
R ausgestattet mit Skalarprodukt heift ‘Euklidischer Raum': ( R

¢,5) =E" )

[derselbe Name wie fiir Vektorraum plus Ursprung | Grund: sie sind isomorph!, sieche AD-L3.3]

L3.2 Norm, Orthogonalitdt

Definition: Norm [Ldnge] (Skalarprodukt zweier gleichen Vektoren)

R — R

\Lz.Za.

v i [Tl = Ko v)
= ’l-):- :5- @
Ldange nach Pythagoras

15.2) ’ , ‘ -

( = Y L (}:\ (®
alternative Notation fiir Norm in Rn
(1c.3) - —
esgit: [ladll = o @'y .. « vv®) = [a[UlT( "
&
| | - BeTr‘Gg: IQl - {"‘ a falls & > 0 i = Qdﬁl’\(a) (g)
=& falls a 40 o

Norm beantwortet die Frage: 'wie lang ist ein Vektor'?

Skalarprodukt beantwortet die Frage: 'wie parallel sind zwei Vektoren?'

sign of & = Vorzeichen vonO




Cauchy-Schwarz Ungleichung (CSV) \ L3.24

145 5 2 1F LS "
Beweis der CSU: Sei 'l_; @& +b6 (ansonsten ist CSU trivial erfiilllt)
(31c45) 7 _ . - .
Betrachte 0o ¢ Lv-aw , VU @) (2) mit  oe ® (3)
\V
(L3.1c2,3) I T, -
= >3y - F 35D - al D+ o 5w (
<) - o) - Az ? )
(e zali,wD
<'6:: 5D [denn diese Wahl fiihrt zur
Wdhlenun a = m ;\\z> Skalare gesuchten Ungleichung]
- - — —— -_— - z
@ (51" = 2 $O24v, ) ¢ S |l4;/l/\( ()
T oz
-2 - -
b < Ivy — <v ,:.,-7 (&
art™
Umstellen:
- a2 - - s L
Lupr) & |5 |l-r) §) (#H = csu
Geometrische Interpretation der CSU: \ L3.2c
Fiir 'kolineare', d.h. ‘parallele’ Vektoren, o= ﬁqj‘ gilt Gleichheitszeichen in CSU: )
- - > —_— z S - - -
Check: Kz ONr e, 50 = AT = 1w lAF1 = W5W&) @)

Umkehrschluss: |<J: 73‘7' < "17'!\ st = v , w sind nicht ‘parallel’.

Def: 'Winkel' zwischen Vektoren a;(Z}, (1'}",&) = L"E’ ':}z (%) cou (elé) [-1 + ,J
X(em) = |z _2.5
! falls v =-w, + w5
B tind Tei it ilt — _ a o
egriindung: einerseits gi [(M)*(W) <'u ,2’,2 =<iﬂ1r)]
(BB $lGAsd — L, T e 2dmas) )
o Bt c®

andrerseits gilt, aus geometrischer Anschauung in 2 Dimension:

= o r b —ct = 2aben O ¢)
‘Cosinus-Satz'
vergleiche (5), (6):

47,55 = ab oo = IVl cne @




Geometrischer Beweis des Cosinus-Satz | L3324

(A
&2/ a \9/ &.>
L
C
Y = b (
¢ = - & &)y © G_) ¢ =< @* w)y © (_Z.)
2 (S 2 2 (S 2
@ = ’K +e @) a = 'f + e (;)
) ? T 2 L
C :K#(CLLJ ) C1=K+(A"€\) ()
(8
_-—ﬁl:- e,L4.zeL4Q () __{7"_ gz-zeLwl (s)
G 2 3 ; 2
= a,LZc!:'fLJ (6) (:)a,~2e5+5 (b)
) b ¢ (1) rd
2 4t - 2abwie b &) 2 4t - 20abane v b 6)
Def. Einheitsvektor (wir nutzen 'Hut' fir Enheitsvektoren)
A/‘i > \LB-'?-?,

Fiir ﬁéi&nl Ww¥o  hat w =3 Norm [ = | ()

normiere einen Vektor' = 'bilde kolinearen Einheitsvektor', kolinear zu 2.0

Falls <()‘ . w> = 0O werdensie 'orthogonale Vektoren' genannt: rliw @
[e =H/2 iwn (zo(-() ] v WL
Gegeben: zwei Vektoren o, i, 3
Gesucht: 'Zerlegung' von U~ beziiglich W
e - N . i
v= U tuy mit U, (v , v lw (@ %\
'Projektion': Ty = ;‘\; ) 'Orthogonales Komplement': 47 N (;) T - T,
ist zu bestimmen m: =1
— - - A _\ (e o _ A A A - \
Forderung: To1ri = ©= lw /UL> = L, 7Y -Cib ) D a= {w,5) (&
e - > S. G ()
Projektion: T, = % 3y P4 <""___‘_U_2 = w 1Bk o ®
- ‘ (P “
Orthogonales (X3 [entspricht geometrischer Anschauung]

Komplement: T = v~ £4S,DS @




Beispiel (Selbststudium):
W= (L> , U = (3) 0)
— - - \\
Aufgabe: Zerlege U = U, + v (2) ..
ml )
- N n S
Strategie: berechne zundchst ligl, 2 | <&, &)

(bl =J (7.)7“{-(7_)"_—_]? =2/7 , g = l—-:_z\ = ;_Lﬁ_(%)= “ﬁ(“) (3)

- iR L - 3
lus, ) = ﬁ‘m(g\ = ho+nt = w @)
- .o A SN 3 L ! 2 | -
Uy = ('w,u*)w = & ﬁ(l) = 2 () v “‘u'““ = —73:- 1+ .=j‘-i 6

W

@Y rog - D-2() =200 v waeiimez: o

entspricht der Erwartung aus der Skizze !

T - r ! -
Check: [I'ﬁu I~ +« (T “"- = 9% « Y, = 3 = \[vl‘z @

Orthonormalbasis L3.Zg
Def: der Satz v. Vektoren { {;-(, 3'.,\1
- ist "orthogonal’ falls LT .;.‘).) = 0 fiir i-ﬂ' o
- ist 'orthonormal’ falls - _ v, usy
7Y = 0 ={( % )

(d.h. orthogonal und normiert) Ve, ) k o, L]
(Lasth.y) J

- bildet eine 'Orthonormalbasis’ falls er orthonormal und vollstdndig ist.

Unsere Notationskonvention

N - - ) ol
fiir Orthonormalbasis: i e e,,_' e,'“ § e e » = SL" (3)
Y ) 7 % N Al
[manchmal auch ohne ']
Kanonisches Beispiel: (L2.5h.2) Jede rotierte Version von (4), z.B.:
- T =1 4 T
€|— (‘IO'O\ _ e| =J—i-|(ll\'°\ o
Cz e; 3

€, = (O'I'O) €, = 6—3 ("('|’ ‘) \ e’L

A 2

e
A _ T 2 al L T | - [
ey = (o0,0,1) & ey =5 (1,-1,2) &




Berechnung der Komponenten beziiglich einer Orthonormalbasis \ Lg.zﬁ,

-~ .. n -
Gegeben eine Orthonormalbasis { e:l fir R ,und ein Vektor X €& R
Frage: wie lauten die Komponenten seiner Zerlegung nach dieser Basis: X = & X

_\I_.>(‘\ <_-/ _-, ; XJ @

Strategie: ‘projeziere’ auf Basisvektoren:

Zusammengefasst: X = e xi Z.=) Z ¢, (& % >
y

[Indexstellung inkonsistent! Reparatur: siehe (3b.6)]

2
Beispiel: Betrachte eine Orthonormalbasis von K

> T 2 o
eot(1LB)) HeECRY, @ el ®
- L/ l Q,l “
. . - _ 20 _ = 1
Finde die Komponentenvon X = (o, 5 = e, x )

beziiglich dieser Basis!

(s) (
] - Y
k= _”.'.'x>w:*

EUEY, (o, 1)),

h
N|-
o

“+

) NN N L T 23
)(.L:(ezlx R? =<Z(PJ§I)‘): (O-Ji3>k" = "g.o <+
Gram-Schmidt-Verfahren 5 ! ‘ (3.2
N 2
. > L U3 - M
Gegeben einen Satz von Vektoren, i U, . U,,i 15, e,
linear unabhdngig, aber nicht ,,
orthogonal, nicht normiert 3
(§-2)
- - ~
Konstruiere daraus eine orthonormalen Satz, {e,f -, el 3 , <65 'C,f> = 8‘1 ,
! v
-~/ -~
mit demselben Span:  Span ¢ eJ'Z E span 13 U’Jz ®

Strategie: orthogonalisiere, normalisiere, und wiederhole das iterativ:

/ ~)= UL

S e_( - (Z)
-

(e 9) subtrahiere Anteil || zu e,

U2
S . -
- U
Uz L= Ul - & < > %| ),'L: AL (.L 2(/) (3)

U\'_l__ = U,

/

“Gzll_‘
fe 1) T
‘U‘; L= 'U'; - e1<el 1> - eL UZBV' €, = W L (L &, L4)
24
_; @v_ XL, L Tas
Va L E 'u -2 e (ow . &z — e e
P= 2 v "‘>v “ “Un.-\-‘ (.L ¢ 17 em—\) )




L3.3 Innere Produkirdume (das werden Sie spdter brauchen) ‘ L3233

A A
[Notation in L3.3: Hut auf U, W bedeutet nicht Einheitsvektor, sondern Element v. allgemeinem Vektorraum V.]

Verallgemeinerung des Skalarprodukts fiir allgemeinen R - Vektorraum \/ (‘reeller Vektorraum'):

‘Inneres Produkt' ist eine bilineare Abbildung von zwei Vektoren auf eine Zahl, 0)
V x VvV — 'K, , (&’ {}) — 43.,1}>v (Skalar) e
mit folgenden Eigenschaften [identisch zu Seite (L3.1¢)]:
A A A A
(i) Symmetrie: {w, U‘>V = LU,u >v Gy
~ n A A ) N A
(ii) Linearitdt bzgl. Vektoraddition: (e t v, W>v = Lu 'w>v v S w>v )
(iii) Linearitat bzgl. Skalarmultiplikation: {an , u}) = a< 5,7:7 v ©)
v
(iv) Positiv definit: ({} ‘ G)V >0 ¢ reV , c#0 ©
U,0) =0 & =26 )

‘wenn, und nur wenn'

Vektorraum ausgestattet mit innerem Produkt, ( \/, {, 5) , heiBt 'Euklidischer Vektorraum'.

[schon wieder derselbe Name wie vorhin! Grund: sie sind isomorph!, siehe AD-L3.3, Seite 47]

In Beispielen der V=E*, < & '1:’>E7‘ = df 2wl @[4(&,—:5)) = geometrische Def. (%)
folgenden Seiten: |
A A Ly “ 7 [/} 1:"' o~ ~Tm R
In Standardbasis, mit % = e, i' 28, (,—'{g) , = ('u'z)‘(;;j‘l) = BT WY (1)
Nicht-orthonormale Basis L3.3b
~9_ [0 ~ |
Betrachte Basis i' u' l mit <‘U’“ 0—7 + S] a@ -(z) Vo= (1)
- )A(:(?’):IJ'/#/’L},_
Jeder Vektfor kann entwickelt werdenals x = ‘U; x* (2) v 65k g
s > =
A - " . . \\ Vi = A
aber (L3.2h.2) gilt nicht: (15’,?): {C. ,)X #xl (3 1 «‘71 » 1= (3)
denn mehr als ein Basisvektor hat LJ";"g =3(*)
U; -Richtung!
A . . - L] ‘
Definiere eine zweite, 'duale Basis’, 2'6', e, UM z mit Eigenschaft ¢! Uj>\/ = 3“| C
~”7 . :
(Wie findet man sie? Siehe L3.3d) Nur einer von ihnen hat Anteil in U _Richtung, namlichr?t |
Nomenklatur zur Unterscheidung: Index unten: 'kovariant', Index oben: ‘kontravariant’
Jeder Vektor kann entwickelt werden als ; = {}i xt = x G ()
'Basis: kovariant’ 'duaL}e Basis: kontravariant'
'Komponenten: kont iant"' ' .
Rezept fiir Berechnung d. Komponen‘ren cmponenten: Kontravaria duale Komponenten
: a (S(g\ a a
kontravariant: (U’J x) (U’J,v )X‘ = S.\ X' = x () = X = U (¢ ¢ K>V ®
. ()] a ( 5
kovariant: <x,u~i> = X( J ) ‘ X, 31 = x; @ = X ot (x,u) u—J (1)

Verallgememer'ungen von (2h.3)

© 4, , nicht gleichl ()
InSkizze, V=E": ' =<0, 2a=t1)(3) = TE K =&y, = (B)F) = ¢

o )




Metrik, inverse Metrik L3.3¢

Gegeben (kovariante) Basis, wie findet man (kontravariante) duale Basis? ves| ()

Berechne zundchst ‘Metrik' und ‘inverse Metrik' | ? /
e g . P
|

Definition: 'Metrik 39‘ . (innere Produkte aller kov. Basisvektoren)

. L (as) ) " Vi (2)
=l ... : = ic i S

'J , (n jJ'l, 'U.l. U' ') 3&'. (symme'rrsc ) (l\ V1: lz(.‘{)

Metrik besch‘reib‘r Geomifr'ie der (kovarianten) Basis: 1. - (5 09 =(2)(3) -4

- Ldngen: "U"“ = m:ﬁ:‘ (2) 3“:(&”,}1):(2).(”:1

— " 1 - ! . Z =

- Winkel: WD( (Ut U)) —ﬂ")—v— = Ji ) ju_ éuzjl;l)g(l)(O) ’

TV A T 6 9ors L6250 = (1) (1) =2

Definition: 'inverse Metrik' j‘J = 33-“ (symmetrisch) (4) (in_ in) : (.”. z) ) (i“ “)Z%(( ~|)

: : T '
erfiillt j‘k'jkj = 8') = S\]kj b= SJL ) « \

(Wie findet man inverse Metrik? Vorlesung 13, L5: Matrixinvertierung)

311‘311 3\13 = Q(‘:Z)f 2 -_O'SML
4 Versuonen-des Kronecker‘—delm-Symbols: o 4, 3.. . 37.\ e e bty oss,
o (e ¢t _ g, o § " falls “Jl i w , .
bl = b= by = b L falls % | ¥ G e
Bezug zwischen ko- und kontravarianten Basisvektoren / Komponenten Mz. 3d
n 4, " * A AQ: [V Go
ivJI sei gegeben. Konstruktion von futi : o'= 3‘1 Yj (1) N (‘) Vo< (1)

Check: er‘ﬁjlh‘ diese Konstruktion die Forderung (b.4) ? Jal Denn

A ) ( h N
(U‘, 5 (Uk, .)(c.l z‘)‘h - )S 7 o) (v) " V1= (2
& Vv l_(l‘)

Wie lautet Metrik der (konTr'avar'lanTen) dualen 805157

- ( ! z 4
(’U"IUJ >V(=) gl.k< G U'Jy #\j(ks $a 33 inverse ) o Y gy b e g
z

I\L () ik A (Cf) k .
Umkehrung von (1): 43 o =95 § 3 =G @ s Yais gt
ﬁ(hJ)A . ,\;_ :“12'(2')4\(:]—7(?)
Analog fiir ko- und kontravar. Komponenfenv X = U x‘ x v (s) (
A @ Ay ~ 2
. (L‘) U, = 3[) U+ jlzg
Es gilt: X, = <v,, ) <U Uﬁ’“ g 3 xo® sy b)) s 2(5) = (3)
k A A A7
Umkehrung von (6): 33‘ xL 3 3k x 2“ WX = xJ () 5, 8 0.0+ qu
Zusammengefasst: = eg(a) - 2(5) =)
A (3) A " A " . (‘) . ' . '
U = pv = v 3“\' (_?-2 X; = J‘I XJ =xd jj¢ ®) j'l zieht Index runter
(i) ji" o, = l;-j jji (9 w Jy X: = % j"l () jl} zieht Index hoch'




Isomorphismus: V £ &" |L3.3¢

~ ¢G . ",
Entwicklung v. Vektorenin V&> Spaltenvektorenin % :
X = Gixt e X =W, (1)
S T > _ T
4597 & 3 =06 @)
Inneres Produkt in V: &= Verallgemeinertes Standardskalarprodukt in R™
G . . . .
N A Y2 A1 I -
xyy o ®&g, v gt e vy o= <X g ®
(c.) (d #) (d-¢)

'verstecke' Metrik durch Indexrunterziehen (¥)

Rechnungen in V' kénnen somit als Rechnungen in R ausgefiihrt werden. Grundlage fiir Numerik!

-
Metrik ist ' trivial' falls (1’;;, Gl )V= 3 = 3;\(- = (o { o) => Orthonormalbasis! (5
0 o |
Dann entspricht <;‘\'9)v . Gs) . i
dem Standardskalarprodukt in R™: <x '3>V = x' jJ = (1b.2)= (1b.4)  (6)
Fir Orthonormalbasis, mit S‘J = S‘J ) 3;-(:_;5-) 8‘.1' , ist oben/unten Unterscheidung nicht nétig,
(40 i " (ds .
denn Basis und duale Basis sind identisch:  * (= 3‘5 {;—J S €] X; =)$"j ) = xt (9
Kovariante Notation: allgemeine Anmerkungen \L’s.‘SF

Kovariante Notation ist fiir viele Bereiche der Physik wichtig [Relativitdtstheorie,
Teilchenphysik, Quanteninformationstheorie...].

Sie ist auch hilfreich, die mathematische Struktur solcher physikalischen Theorien besser zu ver-
stehen. Manche Objekte, die auf den ersten Blick 'Vektoren' zu sein scheinen, haben bei genauer
Betrachtung eine kompliziertere mathematische Struktur: kovariante Notation bringt diese zum
Vorschein. [Mehr dazu: siehe AD-Buch, Kapitel L10, insbesonder Abschnitt L10.2, 'Dual space’,
z.B. INFOs auf S. 152, 156.]

Fir die meisten der Themen, die in einfiihrenden Physiklehrbiichern behandelt werden, wird eine
Orthonormalbasis benutzt. Dann ist kovariante Notation nicht essentiell. Folglich wird sie in
solchen Lehrbiichern auch nicht benutzt. Allerdings wird ihre spdtere Nutzung bei
fortgeschrittenen Themen dann als Hiirde empfunden.

Die Index-Philosophie der Rechenmethoden-Vorlesung ist ‘radikale Rechtzeitigkeit':
je friiher man kovariante Notation lernt, je besser! Folglich fiihren wir sie von Beginn an ein und
nutzen sie durchwegs konsequent.

Wem das zu umstandlich erscheint, kann, beim Rechnen beziiglich einer Orthonormalbasis,
kovariante Notation getrotst ignorieren: einfach alle Indizes unten schreiben! Allerdings
verzichtet man dadurch auf das Verstehen mancher mathematischer Zusammenhdnge, die spdter
bei fortgeschrittenen Themen niitzlich werden!




Zusammenfassung L3 \ ZL3a

Euklidische Vektorrdume (V: reeller Vektorraum)
- > - -
Inneres Produkt: L \/ X \/ - K, (u, U) Lu,v
i~ Zahl
(i) Symmetrie, (ii-iii) Linearitdt bzgl. + und @ (iv) Positiv definit
Wichtigstes Beispiel: Skalarprodukt in f?\“
(28
“ . _ r, u"v” - Zuz 4
o:ﬂ’\“xﬂ( —>T\’\, (u,U')EU‘ 3.10'5 UV ¢ t+ o U
Norm: N -V — ®, T\l = JLT,v>
Cauchy-Schwarz ,(1'; D 2 ol s
Ungleichung (CSUV): !
Winkel: (55 = @A (FH) \F sl
A_ W 2L.3b
Einheitsvektor: w = = \‘
“ zd'“ v VL
-— =t A == -
'‘Projektion' v. U auf W Uy = U(ﬁ}}v‘) ([\ w\
'Orthogonales Komplement' zu % : U, = T - &(ff,'ff) (L‘;"\ — D
e ]
Orthonormalbasis: vollstdndig, normiert, orthogonal: {E,/' ,_é‘u, i ’ Ef, E{} = S ij
. ) L %Y

Zerlegung nach Komponenten in Orthonormalbasis: Xx = e /x| X = i,

Gram-Schmidt-Verfahren:

- EY}
3 U e
liefert orthonormale Vektoren mit demselben Span: %‘; 4
-~/ -~
Span i e-Z E span i U"Z
J J - &
U,

=~/ = L
T =4 e, =
'U-\'_\_ =7, 7 - ‘ “6:\,3.‘
T.,o= o - JZ 2! Lot ) a) . Ty
\(‘ - I < ) vy vl v/ = =4
1=y U




Kovariante Notation fiir nicht-orthonormale Basis Index oben: kontravariant iZLSo
Index unten: kovariant

" = > . .. ) ‘.
Metrik einer Basis { UJZ von V: (U’L',v\i 1= j.\s . Inverse Metrik erfiillt 3‘h jk\l = 9§ i

) PR ‘e A ~' A *
Kontravar. Basis: qy' = q 0] ‘U"\" ist orthonormal zur kovar. Basis: (Ut U'J'> = %tj

2 > ¢ A Al a kovariante Basis
: = U. X = - (o X
Zerlegung nach Komponenten % ¢ v ¢ >V kontravariante Komponenten
= x. J = <)’é l}) &) kontravariante Basis
| 7 kovariante Komponenten
G = qpt = ptar P I Iy
U'J jJ‘U' = U 3‘1 ) X, = j‘l X = x jj‘ ) jul zieht Index runter
a- .o " e . . .. .o
vl = ¢Y o = o g8 = at y. = x-gq! {) zieht Index hoch
o o, 5", xh=98x = x99, 59
Inneres Produkt in V: &= Verallgemeinertes Skalarprodukt in R"

N A ¢ . ‘.. . ¥ -
Gy Xy = s = G,

Fiir Orthonormalbasis, mit Sii = S(J , ist Unterscheidung zwischen Index oben/unten nicht notig:

e o Y Gt=§io: = ©
Xl: (’x —xl/ jJ—Sl, v 8]0} - t)—i -

Deswegen: wenn maglich eine Orthonormalbasis wahlen!




