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(b)[2](E/M/A) bedeutet: Aufgabe (b) zihlt 2 Punkte und ist einfach /mittelschwer/anspruchsvoll
Vorschlage fiir Zentraliibung: Beispielaufgaben 2, 4, 6, (7, falls Zeit reicht).

Videos existieren fiir Beispielaufgaben 4 (V3.7.7), 7 (V3.7.11).

Beispielaufgabe 1: Satz von GauBB — Quader (kartesische Koordinaten) [2]
Punkte: (a)[1](M); (b)[1](M).

Betrachten Sie den Quader @, definiert durch x € (0,a), y € (0,b), z € (0, ¢), und das Vektorfeld
u(r) = (32 +2%y, 32> 0)". Berechnen Sie dessen nach auBen gerichteten Fluss, ® = [ dS-u,
durch die Quaderoberfliche, S = 9@, auf zwei Weisen:

(a) direkt als Fluss-Integral;

(b) mittels dem Satz von GauB als Volumenintegral.
[Kontrollergebnisse: falls a = 2, b =3, ¢ = £, dann gilt ® = 18]

Beispielaufgabe 2: Berechung des Volumens eines Fasses mittels Satz von GauB [1]
Punkte: (a)[1](E); (b)[2](A,Bonus).

Wir betrachten einen dreidimensionalen Korper K mit Oberfliche S. Wir kdnnen sein Volumen
V' berechnen, indem wir es als Flussintegral iiber S darstellen, unter Verwendung des Satzes von
GauB fiir ein Vektorfeld u, welches V - u = 1 erfiillt:

V:/dvz/dvv-uGa:”B/ds-u.
174 1% S

Berechnen Sie mittels dieser Methode, mit u = %(w,y,O)T, und zylindrischen Koordinaten, das
Volumen

(a) eines Zylinders mit Hohe h und Radius R zu berechnen, und

(b) eines zylindrischen Fasses mit Hohe H und z-abhingigem Radius, p(z) = R[1+asin(rz/h)]'/?,

mit z € (0, h) und a > 0. [Kontrollergebnis: falls a = 7 /4, dann V = 27 R?h ]

Beispielaufgabe 3: Gradient, Divergenz, Rotation, Laplace in Zylinderkoordinaten [5]
Punkte: (a)[0.5](E); (b)[0.5](E); (c)[0.5](E); (d)[1](M); (e)[0.5](M); (f)[1](M); (g)[1](E)
Wir betrachten ein krummliniges orthogonales Koordinatensystem mit Koordinateny = (3!, 4%, y°)

= (n,p,v)", Ortsvektor r(y) = r(n, 1, v) und Koordinatenbasisvektoren d,r = e,n,, d,r = e,n,,
o,r = e,n,, mit ||e;|| = 1 und Normfaktoren n,, n,, n, (d.h. keine Summationen iiber 7, & und v
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hier!). Ferner sei f(r) ein Skalarfeld und u(r) = e,u” + e, u* + e,u” ein Vektorfeld, dargestellt in
der lokalen Basis. Dann sind Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace-Operator gegeben durch
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wobei Kreise mit Pfeilen zyklische Indexpermutationen andeuten. Betrachten Sie nun Zylinderko-
ordinaten, definiert durch r(p, ¢, z) = (pcos ¢, psin ¢, z)T.

(a) Wie lauten e,, €4, €, und n,, ny, n,?
Finden Sie, ausgehend von den oben angegebenen allgemeinen Formeln, explizite Formeln fiir

(b) Vf, ()V-u (d)Vxu (e V3.

(f) Uberpriifen Sie explizit, mittels den oben angegebenen Formeln fiir Gradient und Rotation fiir
allgemeine krummlinigen Koordinaten u, v, w (also nicht spezifisch fiir Zylinderkoordinaten),
dass V x (Vf)=0.

(g) Nutzen Sie Zylinderkoordinaten zur Berechnung von V f, V-u, V xu und V?f fiir die Felder
f(r) = ||lr/|* und u(r) = (x,y,22)T. [Kontrollergebnis: beir = (1,1, 1)7 gilt Vf = (2,2,2)7,
V-u=4,Vxu=0und V’f =6]

Beispielaufgabe 4: Gradient, Divergenz, Rotation (Kugelkoordinaten) [2]

Gegeben sei ein Skalarfeld f(r) = 2 und ein Vektorfeld u(r) = (e="/*/r)r mit r = (z,y, 2)" und
r = /22 + 32 + 22. Berechnen Sie Vf, V -u, V x u und V2f explizit fiir » > 0, mittels

(a) kartesischen Koordinaten; (b) Kugelkoordinaten.

Zeigen Sie, dass |Ihre Ergebnisse aus (a) und (b) miteinander konsistent sind.

Beispielaufgabe 5: Satz von GauB3 — Zylinder (Zylinderkoordinaten) [2]
Punkte: (a)[0.5](E); (b)[1](M); (c)[0.5](M)

Gegeben sei ein Vektorfeld, u, in Zylinderkoordinaten definiert durch u(r) = e,zp, und ein Zylin-
dervolumen, V, definiert iiber p € (0, R), ¢ € (0,27), z € (0, H).

(a) Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes u in Zylinderkoordinaten.

Berechnen Sie den Fluss, ®, des Vektorfeldes u durch die Oberflache, .S, des Zylindervolumens V/,
auf zwei Arten:

(b) indem Sie das Flussintegral ® = [, dS - u explizit berechnen;



(c) indem Sie das Flussintegral mithilfe des Satz von GauB in ein Volumenintegral iiber V - u
umschreiben und dieses Volumenintegral explizit berechnen.

Beispielaufgabe 6: Satz von Stokes — magnetischer Dipol (Kugelkoordinaten) [2]
Punkte: (a)[1](M); (b)[1](M)
Jedes Magnetfeld lasst sich als B = V x A darstellen, wobei das Vektorfeld A das Vektorpo-
tential des Feldes genannt wird. Fiir einen magnetischen Dipol gilt
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wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist. Das konstante Dipolmoment m sei nun in z-Richtung orien-
tiert, m = e,m. H sei eine Halbkugel mit Radius R, orientiert mit Grundflache in der xy-Ebene,
Symmetrie-Achse entlang der positiven z-Achse und ‘Nordpol’ auf derselben.

Berechnen Sie das Flussintegral des Magnetfelds durch diese Halbkugel, &5 = fH dS - B, auf zwei
verschiedene Weisen:

(a) direkt, mittels Kugelkoordinaten.

(b) driicken Sie ® mittels B =V x A und dem Satz von Stokes durch ein Linienintegral von A
tiber den Rand der Grundflache von H aus, und berechnen Sie letzteres.

Beispielaufgabe 7: Satz von Stokes — Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters
(Zylinderkoordinaten) [4]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1](M); (c)[0.5](M); (d)[0.5](E); (e)[0.5](M); (f)[0.5](M)

Ein unendlich langer, unendlich diinner Leiter sei entlang der z-Achse orientiert und trage einen
Strom I. Er generiert ein Magnetfeld folgender Form:

of 1 Y o5 1
B(r)= 2"~ _ —e, -, fii — /22 + 12 > 0.
(r) PR :(z): e¢cp ir p r?+y

Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation von B(r) explizit fiir p > 0

(a) in kartesischen Koordinaten;
(b) in Zylinderkoordinaten. [Vergleichen Sie die Ergebnisse aus (a) und (b)!]

(c) Berechnen Sie mittels Zylinderkoordinaten das Linienintegral, 957 dr - B, des Magnetfelds ent-
lang des Randes, 7, einer kreisformigen, parallel zur xy-Ebene orientierten, auf der z-Achse
zentrierten Scheibe, S, mit Radius R > 0.

(d) Berechnen Sie mittels dem Satz von Stokes und dem Ergebnis aus (c) das Flussintegral,
[5dS - (V x B), der Rotation des Magnetfelds iiber die in (c) beschriebene Scheibe S.

(e) Folgern Sie aus Ihren Ergebnissen fiir V x B aus (a) und (d), dass die Rotation des Feldes pro-
portional zu einer zwei-dimensionalen ¢-Funktion ist, also die Form V x B = e, Cd(x)d(y)
hat, und finden Sie die Konstante C'. [Hinweis: die zwei-dimensionale §-Funktion ist so nor-
miert, dass [, d.Sd(x)d(y) = 1 fiir das Flachenintegral iiber eine beliebige, parallel zur zy-
Ebene gelegene, die z-Achse durchschneidende Flache S']



(f) Schreiben Sie Ihr Ergebnis aus (e) in die Form ¥V x B = “Z j(r) und bestimmen Sie j(r).
Diese Gleichung ist das Gesetz von Ampere (eine der Maxwell-Gleichungen), wobei j(r) die
Stromdichte ist. Lasst sich |hr Ergebnis fiir j(r) entsprechend interpretieren?

[Gesamtpunktzahl Beispielaufgaben: 18]

Hausaufgabe 1: Satz von Stokes — Quader (kartesische Koordinaten) [2]
Punkte: (a)[1](M); (b)[1](M).

Betrachten Sie den Quader @), definiert durch x € (0,a), y € (0,b), z € (0, c), und das Vektorfeld
w(r) = 1(yz?, —z22,0)7. Berechnen Sie den nach auBen gerichteten Fluss von dessen Rotation,
d = fs dS - (V x w), durch die Flache S = 0Q\Deckel, welche aus allen Quaderflachen auBer
dem Deckel bei z = ¢ besteht, auf zwei Weisen:

(a) direkt als Fluss-Integral;

(b) via dem Satz von Stokes als Linienintegral.
Kontrollergebnis: falls a =2, b =3, ¢ = 1 dann gilt & = 3
2 2

Hausaufgabe 2: Berechnung des Volumens einer geriffelten Kugel mittels Satz von Gaul3
[1]

Punkte: (a)[1](E); (b)[2](A,Bonus).

Das Volumen eines Korpers kann mittels eines Flachenintegrals iiber die Oberflache, .S, des Korpers

berechnet werden, V' = fs dS%r, (vgl. die entsprechende Beispielaufgabe). Berechnen Sie mittels
dieser Methode in Kugelkoordinaten

(a) das Volumen, V, einer Kugel mit Radius R, und

(b) das Volumen, V' (¢, n), eines ‘geriffelten Balls', dessen ¢-abhangiger Radius durch die Funktion

r(¢) = R[1+esin(ng)]*’* beschrieben ist, wobei 1 < n € N die Anzahl der Riffel und € < 1
deren Tiefe bestimmt. [Kontrollergebnis: V'(3,4) = 22V(0,0).]

Hausaufgabe 3: Gradient, Divergenz, Rotation, Laplace in Kugelkoordinaten [5]

Punkte: (a)[0.5](E); (b)[0.5](E); (c)[0.5](E); (d)[1](M); ()[0.5](M); (F)[1](M); (g)[L](E)

Wir betrachten ein krummliniges orthogonales Koordinatensystem mit Koordinateny = (3!, %, y3)7 =
(n, u,v)T, Ortsvektor r(y) = r(n, s, v) und Koordinatenbasisvektoren d,r = e,n,, d,r = e,n,,
o,r = e,n,, mit ||e;|| = 1. Ferner sei f(r) ein Skalarfeld und u(r) = e,u” + e, u* + e, u” ein
Vektorfeld, dargestellt in der lokalen Basis. Dann sind Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace-
Operator gegeben durch
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Betrachten Sie Kugelkoordinaten, r(r, 0, ¢) = (rsinf cos ¢, r sin 0 sin ¢, r cos H)T.

(a) Wie lauten e,, ey, €, und n,, ng, ny?

Finden Sie, ausgehend von den oben angegebenen allgemeinen Formeln, explizite Formeln fiir
(b) Vf, ()V-u (d)Vxu (e V3.

(f) Uberpriifen Sie explizit, dass V - (V x u) = 0, mittels den oben angegebenen Formeln fiir
Divergenz und Rotation fiir allgemeine krummlinigen Koordinaten 7, p, v (also nicht spezifisch
fiir Kugelkoordinaten).

(g) Nutzen Sie Kugelkoordinaten zur Berechnung von V f, V -u, V x u und V?f fiir die Felder
f(r) = ||lr/|* und u(r) = (0,0, 2)7. [Kontrollergebnis: bei r = (1,1,1)7 gilt Vf = (2,2,2)7,
V.u=1Vxu=0und V’f =6]

Hausaufgabe 4: Gradient, Divergenz, Rotation (Zylinderkoordinaten) [2]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1](M)

Gegeben sei ein Skalarfeld f(r) = z(2? + y?) und ein Vektorfeld u(r) = (zz, 2y, 0)”. Berechnen
SieVf, V-u, V xuund sz explizit, mittels

(a) kartesischen Koordinaten; (b) Zylinderkoordinaten.

Zeigen Sie, dass |hre Ergebnisse aus (a) und (b) miteinander konsistent sind.

Hausaufgabe 5: Satz von GauB — Keilring (Kugelkoordinaten) [4]
Punkte: (a)[1](M); (b)[2](A); (c)[1](M)

Der in der Skizze grau schattierte ‘Keilring’, K, wird in
Kugelkoordinaten beschrieben durch r € (0, R) und 6 €
(w/3,2m/3). (Solch ein ringartiges Objekt, mit keilférmi-
gem Innenprofil und gerundetem AuBenprofil, entsteht aus
einer Kugel mit Radius R durch Herausschneiden eines um
die z-Achse zentrierten Doppelkegels mit Offnungswinkel
7/3.) Berechnen Sie den nach auBen gerichteten Fluss @
des Vektorfelds u(r) = e,7? durch die Oberfliche OK des
Keilrings, auf zwei verschiedene Arten:

(a) Berechnen Sie das Flussintegral &5 = [, dS - u. [Kontrollergebnis: falls R = %, dann
By =1 ]

(b) Driicken Sie das Flussintegral mittels dem Satz von GauB durch ein Volumenintegral iiber die
Divergenz V - u aus, und berechnen Sie dieses Volumenintegral explizit.
Hinweis: In Kugelkoordinaten gilt:
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(c) Berechnen Sie fiir das Vektorfeld w(r) = —egcos @ den nach auBen gerichteten Fluss & =
f&K dS - w durch die Oberflache des Keilrings, entweder direkt oder mittels dem Satz von

GauB. [Kontollergebnis: falls R = \/Lg dann &y = \/Lﬁ]

Hausaufgabe 6: Satz von Stokes — Zylinder (Zylinderkoordinaten) [2]

Punkte: (a)[1](E); (b)[1](E)

C sei ein Zylinder mi2t ISadius R und Hohe aR?, zentriert auf der z-Achse, mit Basis in der
xy-Ebene, und u = %(—y,x, 0)” ein Vektorfeld. Berechnen Sie das Flussintegral von dessen
Rotation, ®p = fD dS-(V xu), durch den Deckel, D, des Zylinders auf zwei verschiedene Weisen:

(a) direkt, mittels Zylinderkoordinaten;

(b) driicken Sie ®p mittels dem Satz von Stokes durch ein Linienintegral von u iiber den Rand
0D des Zylinderdeckels aus, und berechnen Sie letzteres.

Hausaufgabe 7: Satz von GauB3 — elektrisches Feld einer Punktladung (Kugelkoordina-
ten) [4]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1](M); (c)[0.5](M); (d)[0.5](E); (e)[0.5](M); (f)[0.5](M)

Das elektrische Feld einer Punktladung @@ am Ursprung hat die Form
E(r):%r:eT%, mit 7> 0, r=+\a?+y?+22.
r r
Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation von E(r) explizit fir » > 0, mittels

(a) kartesischen Koordinaten; und
(b) Kugelkoordinaten. [Vergleichen Sie die Ergebnisse aus (a) und (b)!]

(c) Berechnen sie mittels Kugelkoordinaten den Fluss, &5 = fs dS - E, des elektrischen Feldes
durch die Oberfache S einer am Ursprung zentrierten Kugel mit Radius R > 0.

(d) Berechnen Sie mittels dem Satz von GauB und dem Ergebnis aus (c) das Volumenintegral
[, dV(V - E) iiber das Volumen, V, der in (c) beschrieben Kugel.

(e) Folgern Sie aus Ihren Ergebnissen fiir V - E aus (a) und (d), dass die Divergenz des Feldes
proportional zu einer drei-dimensionalen J-Funktion ist, also die Form V-E = C§®(r)
hat, und finden Sie die Konstante C. [Hinweis: die Normierung von 6©)(r) = §(x)5(y)d(2)
ist durch das Volumenintegral fv dV 8@ (r) = 1 gegeben, fiir ein beliebiges, den Ursprung
einschlieBendes Volumen V']

(f) Schreiben Sie Ihr Ergebnis aus (e) in die Form V-E = 47p(r), und bestimmen Sie p(r). Diese
Gleichung ist das (physikalische) Gesetz von GauB (eine der Maxwell-Gleichungen), wobei p(r)
die Ladungsdichte ist. Lasst sich lhr Ergebnis fiir p(r) entsprechend interpretieren?

[Gesamtpunktzahl Hausaufgaben: 20]




