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(b)[2](E/M/A) bedeutet: Aufgabe (b) zihlt 2 Punkte und ist einfach /mittelschwer/anspruchsvoll
Vorschlage fiir Zentraliibung: Beispielaufgaben 2, 3, 4, 6.

Videos existieren fiir Beispielaufgaben 1 (L5.4.1), 5 (V2.5.1). Siehe auch Tutorvideos zu “Basistransformationen”.

Beispielaufgabe 1: GauB-Algorithmus und Matrix-Inversion [4]

Punkte: (a)[1](M); (b)[1](M); (c)[1](M); (d)[1](M)

Der GauB-Algorithmus ist ein niitzliches Standardverfahren, um ein lineares Gleichungssystem der
Form Ax = b zu |6sen. Betrachten wir beispielsweise das Gleichungssystem

AL gt 4 AL 2?4 AL 2B = bt
A% 2t + AL 2+ AL P =1
A 2t + A 2?4+ AL P =00

Dieses System kann durch eine Folge von Umformungsschritten geldst werden, wobei in jedem
Schritt eine Zeile durch eine Linearkombination von Zeilen ersetzt wird, welche so gewahlt wird,
dass das System schlieBlich folgende Form annimmt,

Lot +022 +02° =c,

Oz'+12°+02°=¢2,

0Ozt +022+123=¢3.
Die Lésung kann dann von der rechten Seite abgelesen werden, (z*, 22, 2%)7 = (¢!, 2, ).
Bei diesen Umformungen kann man Zeit und Tinte sparen, indem man darauf verzichtet, die
2''s jedes Mal hinzuschreiben. Stattdessen geniigt es, das lineare Gleichungssystem durch eine
erweiterte Matrix darzustellen, welche die Koeffizienten in Matrix-Form enthailt, mit einer vertikalen
Linie statt der Gleichheitszeichen. Diese erweiterte Matrix muss dann in einer Folge von Schritten
umgeformt werden, wobei in jedem Schritt eine Zeile durch eine Linearkombination von Zeilen
ersetzt wird, welche so gewahlt wird, dass die linke Seite schlieBlich die Form einer Einheitsmatrix

annimmt. Die rechte Spalte enthilt dann die gewiinschte Losung fiir (x!, 22, 2%)7.

o 2 P ot P

Ay A, Ay 1 0 0|
AL A, A% | P 0o 1 0| &
A AR, A3 | g 0 0 1| &

Der GauB-Algorithmus ist auch niitzlich fiir die Matrixinversion. Die Inverse von A hat die Form
At = (ay,...,a,), wobei die jte Spalte die Losung des linearen Gleichungssystems Aa; = e;


https://moodle.lmu.de/course/view.php?id=17525

ist. Die Berechnung aller n Vektoren a; kann simultan durchgefiihrt werden, indem eine erweiterte
Matrix mit n Spalten auf der rechten Seite aufgestellt wird, wovon jede ein e; enthdlt. Wird die
erweiterte Matrix so umgeformt, dass die linke Seite die Einheitsmatrix ist, enthalten die Spalten
der rechten Seite die gewiinschten Vektoren a;.

AL AL AL LT 00 1 0| o) dy dl
A% AL AR 0 1 0 — 0 1 0 a?  d% i
A3 A% AL L 0 0 1 0 0 1] a4 a d%

Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mit dem GauB-Algorithmus.

3xt + 222 — ¥ = 1,
201 — 22% 4+ 42’ = -2,
—zt + 322 - 2 = 0.

[Kontrollergebnis: der Betrag von x ist ||x|| = 3.]
Wie lautet die Losung des Gleichungssystems, wenn man die unterste Gleichung herausnimmt?
Und wenn man die unterste Gleichung durch —z' + 222 — 2% = 0 ersetzt?

Das Gleichungssystem aus (a) kann man auch in die Form Ax = b bringen. Berechnen Sie
das Inverse A™! der 3 x 3 Matrix A mit Hilfe des GauB-Algorithmus, und verifizieren Sie
mittels x = A~'b lhr Ergebnis aus (a).

Beispielaufgabe 2: Zwei-dimensionale Rotationsmatrizen [4]

Punkte: (a)[1](M); (b)[1](E): (c)[1](M); (d)[1](M)

Eine Rotation in zwei Dimensionen ist eine lineare Abbildung, R : R? — R?, die jeden Vektor um
einen vorgegebenen Winkel um den Ursprung dreht, ohne seine Lange zu andern.

(a)

Ry sei die (2 x 2)-dimensionale Rotationsmatrix welche eine Drehung mit dem Winkel 6

beschreibt, definiert durch e; fo, e;- = ei(Rg)ij. Bestimmen Sie Ry wie folgt: Machen

Sie eine Skizze, die die Wirkung, e; rﬁ> e;-, der Rotation auf die beiden Basisvektoren e;

(j = 1,2) veranschaulicht (z.B. fiir = ). Die Bildvektoren €/ der Basisvektoren e; liefern
die Spalten der Matrix Ry.

Geben Sie die Matrix Ry, fiir die Winkel 8; = 0,0y = 7/4,03 = 7/2 und 6, = 7 an. Berechnen
Sie die Wirkung der Ry, (i = 1,2,3,4) auf a = (1,0)” und b = (0, 1)” und veranschaulichen
Sie diese in einer Skizze.



(c) Die Verkniipfung zweier Drehungen ist sin ¢ cos ¢
wieder eine Drehung. Zeigen Sie, dass
RyRy = Ryis. Hinweis: Nutzen Sie die
‘Additionstheoreme’

Sy
2
2@

sin 6 sin ¢

cos fsin ¢
& _p—¢

cos(0 + ¢) = cosfcos ¢ —sinfsin ¢,
sin(f + ¢) = sinf cos ¢ + cosfsin ¢ .

cos 0 cos ¢
wolA

Anmerkung: Ein geometrischer Beweis
dieser Theoreme (hier nicht verlangt) er- 0> %
folgt mittels der Skizze durch Betrach-
tung der drei rechtwinkligen Dreiecke mit
Diagonalen der Seitenldngen 1, cos ¢ und
sin ¢.

@+ g)so0

sin(f + ¢)

(d) Zeigen Sie, dass die Drehung eines beliebigen Vektors r = (x,4)7 um den Winkel 6 seine
Lange nicht dndert, also dass Ryr den gleichen Betrag hat wie r.

Beispielaufgabe 3: Basistransformation und lineare Abbildung in E? [4]
Punkte: (a)[0.5](M); (b)[0.5](M); (c)[0.5](E); (d)[0-5](E):; (¢)[0.5](M); (f)[0.5](M):; (g)[0-5](E); (h)[0.5](E)

Anmerkung zur Notation: In dieser Aufgabe werden Vektoren im Euklidischen Raum E? durch
Hiitchen gekennzeichnet (z.B. v;, X, y € E?). Die Komponten dieser Vektoren beziiglich einer
gegebenen Basis sind Vektoren in R? und tragen keine Hiitchen (z.B. x, y € R?).

Der Euklidische Vektorraum [E? habe zwei Basen, eine alte, {V;}, und eine neue, {v}}, mit

A

~ o/ ~ ~
vy = Vy, Vo= —3V+ 35V,

o=
N[

~/
v, +

oo
W=

(a) Die Relation ¥v; = ¥;T" driickt die alte durch die neue Basis aus. Finden Sie die Transforma-
tionsmatrix 7' = {T%}. [Kontrollergebnis: 3. T"; = 3]

(b) Finden Sie die Matrix T, und driicken Sie mittels der Riicktransformation v/ = v,;(T~')’,
die neue durch die alte Basis aus. [Kontrollergebnis: v} — 4V}, = —8v5.]

(c) Der Vektor x habe Komponenten x = (1,2)” in der alten Basis. Wie lauten seine Kompo-
nenten X’ in der neuen Basis? [Kontrollergebnis: >, 2/ = 1]

(d) Der Vektor y habe Komponenten y’ = (%, %)T in der neuen Basis. Wie lauten seine Kompo-
nenten y in der alten Basis? [Kontrollergebnis: > .47 = 1]

.. . A .. N A . ) A . . . .
(e) Die lineare Abbildung A sei definiert durch v| — 2V} und v, = v/ . Finden Sie zunachst
ihre Matrixdarstellung A’ in der neuen Basis, und dann mittels einer Basistransformation ihre

Matrixdarstellung A in der alten Basis. [Kontrollergebnis: (A4)% = —2

s
(f) 2 sei der Bildvektor, auf den A den Vektor x abbildet: A : X +— . Finden Sie mittels A’ seine
Komponenten z’ beziiglich der neuen Basis, und mittels A seine Komponenten z beziiglich
der alten Basis. Sind Ihre Ergebnisse fiir z’ und z konsistent? [Kontrollergebnis: z’ = (1, %)T.]



g) Wibhlen Sie nun fiir die alte Basis v; = 3&; + &, und Vo, = —2é; + 2é&,, wobei & = (1,0)7
2 2
und &; = (0,1)” die Standardbasisvektoren von [E? sind. Wie lauten v/, V5, X und 2 in der
Standardbasis von [52? [Kontrollergebnis: ||[¥,|| = 4, ||[V4] = 3, ||| = 2V/5, ||z = 4v/2]

(h) Machen Sie eine Skizze (mit &; und &, als Einheitsvektoren in die horizontale bzw. vertikale
Richtung), die die alten und neuen Basisvektoren zeigt, sowie die Vektoren x und z. Sind
die in (c) und (f) diskutierten Koordinaten dieser Vektoren beziiglich beider Basen mit lhrer
Skizze konsistent?

Beispielaufgabe 4: Berechnung von Determinanten [2]
Punkte: [2](E)

Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen durch Entwickeln nach einer beliebigen Zeile
oder Spalte. Hinweis: je mehr Nullen die Zeile oder Spalte enthilt, je einfacher die Rechnung.

a=(3 ). B:G f) i) C=

[Kontrollergebnis: fir a = 1, b = 2 gilt det C' = —4.]

QO Q QR
SO O Q
St O R
(=S ]

Beispielaufgabe 5: Jacobi-Determinante fiir Zylinderkoordinaten [2]
Punkte: (a)[0.5](E); (b)[0.5](E); (c)[1](E).

(a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix, J = ggizg fir die Transformation, welche kartesische
durch Zylinderkoordinaten ausdriickt.

(b) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix J 1 = % fiir die Riicktransformation, welche Zylinder-

durch kartesischen Koordinaten ausdriickt [Ergebniskontrolle: Uberpriifen Sie, dass JJ ™ =
1.]

(c) Berechnen Sie die Jacobi-Determinanten det(.J) und det(J~!). [Ergebniskontrolle: ist ihr
Produkt gleich 17]

Beispielaufgabe 6: Dreifach-GauB-Integral per Variablentransformation [2]
Punkte: [2](M)

Berechnen Sie folgendes dreifach-GauB-Integral (mit a,b,c > 0, a,b,c € R):
I= / drdydz e_[a2(x+y)2+b2(z—y)2+02(x—z)Q] .
R3

Hinweise: Nutzen Sie dazu die Variablentransformation u = a(z +y), v = b(z —y), w = ¢(x — 2)

o) |~ g il [ dze™ = /7
o(z,y,z) : g —0 :

und berechnen Sie die Jacobi-Determinante mittels J = ‘

[Kontrollergebnis: fiir a = b = c = /7 gilt [ = 1]

Beispielaufgabe 7: Variablentransformation fiir zweidimensionales Integral [Bonus]
Punkte: (a)[1](E,Bonus); (b)[1](M,Bonus); (c)[1](M,Bonus).



(a) Betrachten Sie die Variablentransformation z = $(X+Y), y = 1(X —Y). Invertieren Sie

diese, um X (z,y) und Y (z,y) zu finden. Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen J = 24

A(X,Y)
J = %, sowie ihre Determinanten. [Ergebniskontrolle: Uberpriifen Sie, dass JJ =1

und (det J)(det J7') = 1]

und

Verwenden Sie die Transformation aus (a), um die folgenden Integrale als [ dXdY zu berechnen:
(b) I = J,dzdy, integriert iiber das Quadrat @ = {0 <2 < 1,0 <y < 1}.

(c) Ln)= fD dzdy |z — y|", integriert iiber das Dreieck D ={0 <2 <1,0<y <1—x}.
[Ergebniskontrolle: I5(1) = £.]

[Gesamtpunktzahl Beispielaufgaben: 18]

Hausaufgabe 1: GauB-Algorithmus und Matrix-Inversion [3]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1](E); (c)[1](M)

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax = b, mit

8—3a 2-6a 2
A=12-6a 5 —4+6a | . (1)
2  —4+6a 5+3a

(a) Berechnen Sie fiir a = % die inverse Matrix A~! mittels des GauB-Algorithmus. (Anmerkung:
Es empfiehlt sich, das Auftreten von Briichen mdglichst so lange zu vermeiden, bis die linke
Seite in ‘Zeilen-Stufen-Form" gebracht worden ist.) Nutzen Sie das Ergebnis, um die Lésung
x fiir b= (4,1,1)7 zu ermitteln. [Kontrollergebnis: der Betrag von x ist ||x| = v/117/18 ]

(b) Fiir welche Werte von a ist die Matrix A nicht invertierbar?

(c) Falls A invertierbar ist, hat das Gleichungsystem Ax = b fiir jedes b eine eindeutige Lsung,
namlich x = A~!b. Falls A nicht invertierbar ist, ist die Lésung entweder nicht eindeutig, oder
es existiert gar keine Losung — welcher dieser beiden Falle auftritt, hdngt von b ab. Entscheiden
Sie dies fiir b = (4,1,1)T und die in (b) gefundenden Werte von a, und bestimmen Sie x,
falls moglich.

Hausaufgabe 2: Drehmatrizen in 3 Dimensionen [4]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1](E); (c)[LI(E): (d)[0.5]; (¢)[0,5](E); (f)[2](Bonus,A)
Rotationen in drei Dimensionen werden durch (3 x 3)-dimensionale Matrizen dargestellt. Ry(n)

sei die Drehmatrix, die eine Drehung mit dem Winkel 6§ um eine Drehachse beschreibt, deren

Richtung durch den Einheitsvektor n gegeben ist. lhre Elemente sind definiert durch e; %) e =

er(Ro(m)). !

(a) Finden Sie die drei Drehmatrizen Ry(e;) fiir Drehungen um die drei kartesischen Koordina-

tenachsen ey, e; und e3, indem Sie wie folgt vorgehen: Veranschaulichen Sie mittels drei

Skizzen, je eine fiir i = 1,2, 3, die Wirkung, e; Re—(ei) e}, der Rotation um die i-Achse auf die

drei Basisvektoren e; (j = 1,2,3) (z.B. fiir § = §). Die Bildvektoren e, der Basisvektoren e;
liefern die Spalten von Ry(e;).



(b) Es kann gezeigt werden, dass fiir eine allgemeine Richtung n = (n;,n,,n3)7 der Drehachse
die Matrixelemente der Drehmatrix wie folgt lauten:

(Ro(m)); = 655 cos 0 + nynj(1 — cos f) — €55, ny, sin 0 (€:jx = Levi-Civita-Symbol) .

Finden Sie mittels dieser Formel die drei Drehmatrizen Ry(e;) (i = 1,2,3). Sind Ihre Ergeb-
nisse konsistent mit denen aus (a)?

(c) Bestimmen Sie folgende Drehmatrizen explizit, und berechnen und skizzieren Sie deren Wir-
kung auf den Vektor v = (1,0,1):

(i) A=Rq(e3), (i) B=Rz((e5—er)) .

(d) Rotationsmatrizen bilden eine Gruppe. Zeigen Sie anhand von A und B aus (c), dass diese
Gruppe nicht kommutativ ist (im Gegensatz zum zwei-dimensionalen Fall!).

(e) Zeigen Sie, dass fiir die allgemeine Drehmatrix R die Beziehung Tr(R) = 1 + 2cosf gilt,
wobei die ‘Spur’ (Englisch: ‘Trace’) einer Matrix R definiert ist durch Tr(R) = > .(R)".

(f) Das Produkt zweier Rotationsmatrizen liefert wieder eine Rotationsmatrix. Bestimmen Sie
fiir das Produkt C' = AB der Matrizen aus (c) den zugehdrigen Einheitsvektor n und Dreh-
winkel 6. Hinweis: diese sind nur bis auf ein beliebiges Vorzeichen eindeutig bestimmt, denn
Ry(n) und R_y(—n) beschreiben dieselbe Rotation. (Um das Vorzeichen konkretheitshalber
festzulegen, wahlen Sie die Komponente ny positiv.) |0| und |n;| werden durch die Spur bzw.
die Diagonalelemente der Drehmatrix festgelegt; ihre relativen Vorzeichen durch die Nicht-
Diagonalelemente. [Kontrollergebnis: ny = 1/+/3.]

Hausaufgabe 3: Basistransformation und lineare Abbildung in E? [4]
Punkte: (a)[0.5](M); (b)[0.5](M); (c)[0.5](E); (d)[0.5](E); (e)[0-5](M); (f)[0.5](M); (£)[0.5](E); (h)[0.5](E)

Anmerkung zur Notation: In dieser Aufgabe werden Vektoren im Euklidischen Raum [E2 durch
Hiitchen gekennzeichnet (z.B. v;, X, ¥ € E?). Die Komponten dieser Vektoren beziiglich einer
gegebenen Basis sind Vektoren in R? und tragen keine Hiitchen (z.B. x, y € R?).

Der Euklidische Vektorraum [E? habe zwei Basen, eine alte, {V;}, und eine neue, {¥.}, mit

~

Vi =

A

A/ .
V27 Vo = —

[S11[=

o/ o/
v+ Vs

(S]]

~/
v+

(S
(S [oH]

(a) Die Relation v; = \A/';Tij driickt die alte durch die neue Basis aus. Finden Sie die Transforma-
tionsmatrix 7' = {T"}. [Kontrollergebnis: 3. 7% = 1]

(b) Finden Sie die Matrix 7', und driicken Sie mittels der Riicktransformation v/, = v;(T~")’,
die neue durch die alte Basis aus. [Kontrollergebnis: v/ + 3v}, = 5v; ]

(c) Der Vektor x habe Komponenten x = (2, —3)" in der alten Basis. Wie lauten seine Kompo-
nenten x’ in der neuen Basis? [Kontrollergebnis: ), " = 2]

(d) Der Vektor y habe Komponenten y’ = (—3,1)7 in der neuen Basis. Wie lauten seine Kom-
ponenten y in der alten Basis? [Kontrollergebnis: Y = g]



(e) Die lineare Abbildung A sei definiert durch ¥, E $(V1 — 2¥3) und ¥, e —3(4v1 + V).
Finden Sie zunachst ihre Matrixdarstellung A in der alten Basis, und dann mittels einer
Basistransformation ihre Matrixdarstellung A’ in der neuen Basis. [Kontrollergebnis: (A’)% =

e

(f) 2 sei der Bildvektor, auf den A den Vektor X abbildet: % % 2. Finden Sie mittels A seine
Komponenten z beziiglich der alten Basis, und mittels A’ seine Komponenten z’ beziiglich der
1

neuen Basis. Sind lhre Ergebnisse fiir z und 2z’ konsistent? [Kontrollergebnis: z' = £(5,1)" ]

(g) Wihlen Sie nun fiir die alte Basis v; = &, + &, und Vo = 2&; — &,, wobei & = (1,0)7
und &; = (0,1)” die Standardbasisvektoren von [E? sind. Wie lauten v/, V5, X und 2 in der
Standardbasis von E?? [Kontrollergebnis: ||V} ]| = @, V5| = @, Ix|| = ||lz]| = @]

(h) Machen Sie eine Skizze (mit €; und &, als Einheitsvektoren in die horizontale bzw. vertikale
Richtung), die die alten und neuen Basisvektoren zeigt, sowie die Vektoren x und z. Sind
die in (c) und (f) diskutierten Koordinaten dieser Vektoren beziiglich beider Basen mit lhrer
Skizze konsistent?

Hausaufgabe 4: Berechnung von Determinanten [4]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1,5](E); (c)[1.5](E)

1 ¢ O
(a) Berechnen Sie die Determinante der Matrix D = [ d 2 3).
2
]

2 e
[Kontrollergebnis: fiir c =1, d = 3, e = 2 gilt det C' = —2.
(i) Welche Werte miissen ¢ und d haben, damit det D = 0 fiir alle Werte von e?
(ii) Welche Werte miissen d und e haben, damit det D = 0 fiir alle Werte von ¢?

Hatten Sie die Ergebnisse von (i,ii) auch finden kdnnen, ohne det D explizit zu berechnen?

2 1

Betrachten Sie nun die zwei Matrizen A = 2 -1 =3 ) hd B = 66
0 1 5 5 -2 8

-2 =2

(b) Berechnen Sie das Produkt AB, sowie dessen Determinante det(AB) und Inverse (AB)™'.
(c) Berechnen Sie das Produkt BA, sowie dessen Determinante det(BA) und Inverse (BA)™'.

Ist es moglich, auch die Determinante und die Inverse von A und B zu berechnen?

Hausaufgabe 5: Jacobi-Determinante fiir Kugelkoordinaten [2]
Punkte: (a)[0.5](E); (b)[0.5](E); (c)[1](E).

(a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix J = g%fg;; fir die Transformation von kartesischen zu
Kugelkoordinaten.
o(r,0,¢)

(b) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix J~! = Sy fur die Riicktransformation von Kugel- zu

kartesischen Koordinaten. [Ergebniskontrolle: Uberpriifen Sie, dass J.J ' = 1]



(c) Berechnen Sie die Jacobi-Determinanten det(.J) und det(J~!). [Ergebniskontrolle: ist ihr
Produkt gleich 17]

Hausaufgabe 6: Dreifach-Lorentz-Integral per Variablentransformation [2]
Punkte: [2](M)

Berechnen Sie folgendes dreifach-Lorentz-Integral (mit a,b,¢,d > 0, a,b,c,d € R):

1 1 1
= /R G T T v e 9 2P+

Hinweise: Nutzen Sie die Variablentransformation u = (xd+vy)/a, v = (y+z—x)/b, w = (y—=z)/c
T

und berechnen Sie die Jacobi-Determinante mittels J = )%‘ Esgilt [7°_da(a®+1)! =

[Kontrollergebnis: fira =b=c=m, d=2, gilt [ = %]

Hausaufgabe 7: Variablentransformation fiir zweidimensionales Integral [Bonus]
Punkte: (a)[1](E,Bonus); (b)[1](M,Bonus).

(a) Betrachten Sie die Variablentransformation z = X + 2Y und y = 2X — 2V Invertieren Sie

9@v) nd

diese, um X (z,y) und Y (z,y) zu finden. Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen J =

A(X,Y)
J 1= %, sowie ihre Determinanten. [Ergebniskontrolle: Uberpriifen Sie, dass JJ =1

und (det J)(det J71) = 1.]

(b) Berechnen Sie das Integral I(a) = [, dady cos T2z +y)*](x — 14
y) uber das Trapez T,, das durch die Geraden z = 0, y = 1 —

%x, y=0undy =a— %x eingeschlossen wird, mit a € (0,1).

Hinweis: Driicken Sie I(a) als ein Integral [ dXdY aus, indem Sie

die Transformation aus (a) verwenden. 04— —
[Ergebniskontrolle: I(27/3) = —L. 0 e 2

[Gesamtpunktzahl Hausaufgaben: 19]




