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(b)[2](E/M/A) bedeutet: Aufgabe (b) zihlt 2 Punkte und ist einfach /mittelschwer/anspruchsvoll

Vorschlage fiir Zentraliibung: Beispielaufgaben 2, 4, 7, 5.
Videos existieren fiir Beispielaufgaben 2 (C4.2.1).

Beispielaufgabe 1: GauB-Integrale [3]
Punkte: (a)[1](M); (b)[1](M); (c)[1](M)

(a)

(b)

Zeigen Sie, dass das zweidimensionale GauB-Integral [ = ffooo ffooo dxdy e~ (@) den Wert
I = 7 hat. Hinweis: nutzen Sie Polarkoordinaten; das radiale Integral ldsst sich mittels Sub-
stitution loGsen.

Berechnen Sie nun das eindimensionale GauB-Integral

Iy(a) = / dze ™ (a€R, a>0).

Hinweis: I = [Iy(1)]?. Erklaren Sie, warum! [Ergebniskontrolle: Io(7) = 1.]

Berechnen Sie das eindimensionale GauB-Integral mit linearem Term im Exponenten:

Ii(a,b) = / dze " (a.b € R,a > 0).

o0

Hinweis: Schreiben Sie den Exponenten in die Form —az?+bx = —a(x — C)? + D (dies wird
quadratische Ergdnzung genannt), substituieren Sie dann y = x — C, und nutzen Sie das
Ergebnis aus (b). [Ergebniskontrolle: I;(1,2) = y/me ]

Beispielaufgabe 2: Flache einer Ellipse (verallgemeinerte Polarkoordinaten) [2]
Punkte: (a)[1](M); (b)[1](E)

(a)

Gegeben sei eine Funktion f : R — R und zwei positive reelle Zahlen a, b. Betrachten Sie
das zwei-dimensionale Integral von f((z/a)?+ (y/b)?) iiber alle (z,y) € R?. Zeigen Sie, dass
es sich schreiben [asst als

1= [ drdys(/af + /o) = 2mab [ ).

mittels einer Transformation von kartesischen zu verallgemeinerten Polarkoordinaten, definiert
durch:

T = J4a COoS ¢, y = pbsin ¢ |


https://moodle.lmu.de/course/view.php?id=17525

p? = (z/a)*+ (y/b)? ¢ = arctan(ay/bx) .

Hinweis: Fiir a = b = 1 entsprechen sie Polarkoordinaten. Fiir a # b ist die lokale Basis nicht
orthogonal!

(b) Berechnen Sie, durch geeignete Wahl der Funktion f, die Flache einer Ellipse mit Halbachsen
a und b, definiert durch (z/a)? + (y/b)* <1

Beispielaufgabe 3: Volumen und Tragheitsmoment (Zylinderkoordinaten) [2]

Punkte: (a)[1](E); (b)[1](E)

Das Tragheitsmoment eines starren Kérpers beziiglich einer Drehachse ist definiert als I = f,, dV po(r)d? (r),
wobei py(r) die Dichte am Punkt r ist, und d (r) der senkrechte Abstand von r zur Drehachse.

={r € R} H < 2z < 2H,\/z2+y? < az} sei ein homogener, auf -
der 2-Achse zentrierten Kegelstumpf (Kegel ohne Spitze). Berechnen Sie in k 7
Zylinderkoordinaten

(a) sein Volumen, Vi (a), und
(b) sein Tragheitsmoment, I (a), beziiglich der z-Achse,

als Funktionen des dimensionslosen, positiven Skalenfaktors a, des Langenparameters H, und der
Masse M des Kegelstumpfs. [Kontrollergebnisse: Vi (3) = 21mH3, I (1) = 2 MH? ]

Beispielaufgabe 4: Volumen einer Boje (Kugelkoordinaten) [2]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1](M)
Betrachten Sie eine Boje, mit Spitze am Ursprung, die von oben begrenzt wird durch ‘

eine am Ursprung zentrierte Kugel, mit 2% + 4% + 2?2 < R?, und von unten durch
einen Kegel, mit Spitze am Ursprung, mit z > ay/ (22 + y?). R

(a) Zeigen Sie, dass der halbe Offnungswinkel des Kegels durch 6 = arctan(1/a) gegeben ist.

(b) Berechnen Sie mittels Kugelkoordinaten das Volumen V (R, a) der Boje als Funktion von R
und a. [Kontrollergebnis: V/(2,1/3) = (167/3)(1 — v/3/2) ]

Beispielaufgabe 5: Flachenintegral: Fldche einer Sphére [3]

Punkte: (a)[2](M); (b)[1](E)

Betrachten Sie eine Sphare (=Kugeloberfliche) S mit Radius R. Berechnen Sie ihre Flache, Ag,
mittels (a) kartesichen Koordinaten und (b) Kugelkoordinaten, wie folgt:

(a) Wabhlen Sie kartesische Koordinaten, mit Ursprung im Zentrum der Sphéare. Deren Fléache ist
doppelt so groB wie die der Halbsphare S, oberhalb der xy-Ebene. S, kann durch

I':D—>S+, (l’,y)THr(x7y):<x7y7 R2_x2_y2)T7

parametrisiert werden, wobei D = {(z,y)T € R?xz® + y*> < R?} eine Scheibe mit Radi-
us R ist. Berechnen Sie mittels dieser Parametrisierung die Flache der Sphare als Ag =
2 [, dady ||0,r x Oyr||.



(b) Wahlen Sie nun Kugelkoordinaten, mit folgender Parametrisierung der Sphare,
r:U— S, (0,0)" +— (0, ¢) = R(sin 6 cos ¢, sin #sin ¢, cos 6)",

wobei U = (0,7) x (0, 27). Berechnen Sie ihre Fliche mittels Ag = [,; d0d¢ ||Opr x Dyr||.

Beispielaufgabe 6: Gradient von In(1/7) [1]
Punkte: [1](E)

Gegeben ist das Skalarfeld p(r) = In(r7!), wobei r = /22 + y2 + 22. In welchen Punkten im
Raum gilt ||Vl = 17

Beispielaufgabe 7: Gradient einer Bergflanke [4]
Punkte: (a-h)[je 0.5](M)

Ein Wanderer trifft auf die in der Figur dargestellte Berg-
flanke, deren Hohe h(r) durch h(r) = £ + 1 beschrieben

T S
wird, mit r = (x,y)7 und r = /22 + y2. Beschreiben Sie >
deren Topografie anhand folgender Fragen (unter Bezug-
nahme auf die Eigenschaften des Gradientenvektors Vi, ):

(a) Berechnen Sie den Gradienten, Vh,, und das totale Differential, dh.(n), fiir den Vektor
n = (ng,n,)".

(b) Der Wanderer steht am Punkt r = (z,y)”. In welche Richtung steigt der Hang am steilsten
an?

(c) In welche Richtung verlaufen hier die Konturlinien?

(d) Skizzieren Sie einen Konturplot der Bergflanke, auf dem zusatzlich die Gradientenvektoren
Vh, an den Punkten r; = (—1,1)7, ry = (0,4/2)7 und r3 = (1,1)” eingezeichnet sind.

(e) Gibt es im positiven Quadranten (z,y > 0) eine Konturlinie, fiir die x = y? Wenn ja, auf
welcher Hohe liegt sie?

(f) Finden Sie eine Gleichung fiir die Konturlinie auf Hohe h(r) = H im positiven Quadranten
(z,y > 0).

(g) Wo ist die Bergflanke am wenigsten steil? Was ist ihre Hohe dort?

(h) Wo ist sie am steilsten? Beschreiben Sie detailliert, wie die Topographie in der N&he dieses
Punktes von = und y abhangt.

[Gesamtpunktzahl Beispielaufgaben: 17]

Hausaufgabe 1: GauB-Integrale [3]
Punkte: (a)[1](M); (b)[1](M); (c)[1](M)



Berechnen Sie folgende GauB-Integrale:

@) o= [ droe () Do) = [ dr et

[ee]

(C) [3(0) _ / dx e—2(az+3)(x—c)

[ee]

[Ergebniskontrolle: I1(2) = \/Fe%, Ir(1) = V2me, I3(—3) = /7]

Hausaufgabe 2: Flachenintegral fiir Volumen (verallgemeinerte Polarkoordinaten) [2]
Punkte: (a)[2](M); (b)[2](M,Bonus); (c)[0](A,Optional)

Nutzen Sie im Folgenden verallgemeinerte Polarkoordinaten in zwei Dimensionen, definiert durch
r = pacosp, y = pbsing, mit a,b € R, a > b > 0. Berechnen Sie das Volumen V' (a,b, c)
folgender Korper Z, E und K, als Funktion der Langenparameter a, b und c.

(a) Zistein Zelt mit ellipsférmigem Boden, mit Halbachsen a und b. Sein
Dach wird durch die Héhenfunktion hz(z,y) = c¢[1—(z/a)*—(y/b)?]
beschrieben.

(b) E ist eine Ellipsoide mit Halbachsen a, b und ¢, definiert durch
(z/a)® + (y/b)* + (2/c)* < 1.

(c) K ist ein Kegel mit Hohe c und ellipsformiger Basis, mit Halbachsen a und b. Alle Querschnit-
te parallel zur Basis sind ebenfalls ellipsformig. Hinweis: Erganzen Sie die verallgemeinerten
Polarkoordinaten um eine weitere Koordinate, 2 (analog zum Ubergang von Polar- zu Zylin-
derkoordinaten).

[Kontrollergebnisse fiir a = 1/m, b =2, c=3: (a) Vz; =3, (b) Ve =8, (c) Vx = 2]

Hausaufgabe 3: Volumen und Triagheitsmoment (Zylinderkoordinaten) [4]
Punkte: (a)[0](M,Optional); (b)[4](M); (c)[3](A,Bonus)

Betrachten Sie die unten beschriebenen homogenen, starren Korper Z, P und S, alle mit Dichte
po. Berechnen Sie mittels Zylinderkoordinaten fiir jeden das Volumen, V' (a), und das Tragheits-
moment, [(a) = po fv dV di, beziiglich der Symmetrieachse, als Funktionen des dimensionslosen,
positiven Skalenfaktors a, des Langenparameters R, und der Masse des Korpers, M.

(a) Z ist ein Hohlzylinder mit innerem Radius R, duBerem Radius aR, und Héhe 2R. [Kontroll-
ergebnisse: V7 (2) = 6mR%, I5(2) = 2MR?]

z

(b) P ist ein Paraboloid mit Hohe h = aR und Krimmung 1/R, definiert
durch P={r e R*|0 < z < h, (2% + y*)/R < z}. [Kontrollergebnisse:

Vp(2) = 21 R3, Ip(2) = 2MR2]




(c) S ist die Schiissel, die entsteht, wenn aus der Kugel K; = {r € R?| 22+
y* + (2 — aR)? < a®?R?}, mit Radius aR und zentriert am Punkt P :
(0,0,aR)T, ein Kegel Ky = {r € R3| (22 +¢*) < (a—1)2%,a > 1}, mit
Spitze am Ursprung und symmetrisch um die z-Achse, ausgestanzt wird.
[Kontrollergebnisse: Vs (5) = L7R3, Is(5) = 1sMR?. Was erhalten
Sie fiir a = 17 Warum?]

Hinweis: Finden Sie zunichst fiir gegebenes z die radialen Integrationsgrenzen, p;(z) < p <
p2(z), dann die z-Integrationsgrenzen, 0 < z < z,,. Wie lautet der maximale z-Wert, z,,?

Hausaufgabe 4: Volumenintegral iiber Viertelkugel (Kugelkoordinaten) [2]
Punkte: [2](M)

Berechnen Sie mittels Kugelkoordinaten das Volumenintegral F(R) = [, dV f(r) der Funktion
f(r) = zy iiber die Viertelkugel K, definiert durch 2% + y* + 22 < R? und z,y > 0. Skizzieren

Sie K. [Kontrollergebnis: F(2) = 5.

Hausaufgabe 5: Flachenintegral: Flache der schriagen Seite einer rechteckigen Pyramide

2]
Punkte: [2](M).

Betrachten Sie die skizzierte Pyramide. Finden Sie eine Parametrisierung ihrer
schragen Seite, Fschrage, in der Form

Tr: U C R2 — Fschrége C R37 (‘IJy)T = r('r7y)7

d.h. bestimmen Sie den Definitionsbereich U und den kartesischen Vektor
r(z,y). Berechnen Sie dann den Flicheninhalt der schragen Seite durch
ASchrége = fU dﬂiy ||ag;r X 8yr||.

[Ergebniskontrolle: fiir a = 2 ist Aschrsge = %]

Hausaufgabe 6: Gradient fiir o(r) [2]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1](E)

(a) Firr e R?und r = /22 + y? + 22 = ||r||, berechnen Sie Vr und Vr?.

(b) ©(r) sei eine allgemeine, zweimal differenzierbare Funktion von r. Berechnen Sie Vo (r),
ausgedriickt durch ¢'(r), die erste Ableitung von ¢ nach r.

Hausaufgabe 7: Gradient eines Tals [4]
Punkte: (a-f)[je 0.5](M); (g)[1](M)

Ein Wanderer trifft auf das in der Figur dargestellte Tal,
dessen Hohe durch h(r) = e beschrieben wird, mit r =
(x,y)T. Beschreiben Sie die Topografie des Tals anhand
folgender Fragen (unter Bezugnahme auf die Eigenschaften
des Gradientenvektors V h,.):




Berechnen Sie den Gradienten Vh, und das totale Differential dh,(n) fiir den Vektor n =

(ng, ny)T.

Sie stehen am Punkt r = (x,9)”. In welche Richtung steigt der Hang am steilsten an?
In welche Richtung verlaufen hier die Konturlinien?

Skizzieren Sie einen Konturplot der Talflanke, auf dem zusatzlich die Gradientenvektoren Vh,

an den Punkten r; = \%(—1, DT, ro = (0,1)" und r3 = \%(1, 1)T eingezeichnet sind.

Finden Sie eine Gleichung fiir die Konturlinie auf Hohe h(r) = H(> 0).
Wo ist die Talflanke am flachsten? Was ist ihre Hohe dort?

Wo ist sie am steilsten, fiir einen gegebenen Abstand r = ||r|| vom Ursprung?

[Gesamtpunktzahl Hausaufgaben: 19]




