C7 Differentialgleichungen (DG) (enthalten Ableitungen der gesuchten Funktionen) C3.aa

Eine DG ist eine Gleichung, die Ableitungen der gesuchten Funktion enthalt. 09 M=2
Beispiel: df_(") < ¢ ) ceR 0 =2
Adx x ‘ Vb
Lésung: ft) = VA ok (4 @) 1 pos
dex) x //
Check: T = pee = ¢ f) v ) T
dx X

Jeder Wert von st liefert eine andere Losung, also wird (2) die "allgemeine Losung’ genannt.

Wird eine ' Anfangsbedingung' oder 'Randbedingung' vorgegeben, zB.  f(o) = |

. . . . 1 . .o .. ) . (l)
legt diese eine eindeutige, 'partikuldre Losung' fest, hier Valhe (.

In der Physik treten DG immer dann auf, wenn die Anderungen von physikalischen 6réBe beziiglich
Ort und/oder Zeit (also ihre Ableitungen) von anderen physikalischen Grafen abhdngen.

2.B. Newton: M'-L;)'(ﬂ = FH) = Tke8) - ) = § FleY/

Eine DG zu 'lésen' bedeutet, eine Funktion zu finden, die die DG erfiillt.
Dafiir gibt es viele verschiedene Strategien, je nach Form der DG.

Gelingt es, die DG zu 'losen’, ist das Verhalten der entsprechenden physikalischen Grofien als
Funktion von Ort und/oder Zeit vollstdndig bekannt, und auch das physikalische Problem 'gelést’.

L7.1 Typologie verschiedener Differentialgleichungen: l C?. 6
Beispiele:
Gewdghnliche DG: nur eine Variable d{: fty = L4y 0)
Partielle DG: mehrere Variablen (Bx - Dk)f(x i) = o @)
DG 1. Ordnung: nur Ableitungen 1. Ordnung “‘-t 'F/-k) = 3“: ,f[ﬁ)) ©)
DG 2. Ordnung: Ableitungen bis zu 2. Ordnung z_ii-?(’c) + 4&(3(4') = 3”’/ ’C(‘e)) (¥)
System von DG: m > 1 gekoppelte Gleichungen: d, X(§) = vlt) () (s)
de vis) = f(x) @

Lineare DG: linear in gesuchter Funktion (d:”'K di + 52?)’21(4) =0 @)

Nicht-lineare DG: nicht-linear in gesuchter Funktion d M) = ¢ 3{\1()6(*)) (&)




Beispiele: wichtige Differentialgleichungen in der Physik \ Ct.ic

Mechanik: Newton 2 (gewéhnliche DG 2. Or'dnung)
W

—
(gesuchte Funktion hdngt nur von einer Variable ab, hier 1) (Ableitungen 2. Ordnung kommen vor)
NN~ =
J‘L /7 ort ¢ Kraft 0
in 1. Dimension: }f”‘ qee ¥ (¢) = Flx,t)
Masse e e

. _ ) iL et Or'Tsvek_’_r_gr'
m'3.l D:mensllonen. o x(‘ﬂ - P(i’, ¢)
(ein 'System' von DG)

@)

Elektrodynamik: Maxwell-Gleichungen (System v. gekoppelten linearen partiellen DG 1. Ordnung)

(gesuchte Funktion hdngt von mehr'er'en/\_/—ar'fiablen ab, hier x,y,z,t) (nur Abl. 1. Or‘dnugkommen vor)
AAAAAA—, -_——— - -
= — Ladungsdichte
t)y = (7,8 Y
Y.. E( % X {) e Magnetfeld (34
V X E(X {') = = 3{: &[X,t) (3b>
'9: B Evi - o o~ stromdichte B {‘/ Elektrisches Feld -
Ty TEY + M,
Tx8(TH = o St 2 B(z, ¢) (3d)
Quantenmechanik: Schrodinger-Gleichung (lineare partielle DG 2. Ordnung) ICTI-, (d
SAAaNANN~ —_——
2z
- — Jarey A - — - -~
{ 2:}/\ 1_ + \é(") ‘ Y(f‘,’j) = t % %7 ?("112/\/ 'Wellenfunktion' 0)
Masse Potential

Hydrodynamik: Navier-Stokes-Gleichung (nicht-lineare partielle DG 2. Ordnung)

S WSS YNNG AAAAANAAA -

(gesuchte Funktion kommt nicht nur linear vor)
=<K=\

NSNS

A S O\

ﬂy(%sf(s-.m) = TP qy_mm@v(vvn; &

Dichte Geschwmdlgketfsfeld ciner Flissigkeit: U = 7 (7,1)

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen einer DG in der Physik immer gewdhrleistet,
falls Problem physikalisch sinnvoll gestellt ist.

Im Folgenden diskutieren wir ausschlieflich gewchnliche Differentialgleichungen.
(Partielle DG: siehe Mathevorlesungen, oder fortgeschrittene Physikvorlesungen.)




Losung einer Differentialgleichung beinhaltet i.d.R. Integration \C 1.1e

Trivialstes Beispiel einer DG: A fuy = 9 (¢} trivial' da rechte Seite 0
[gegeben: g(t); gesucht: f(1)] unabhdngig von f ist
Anfangsbedingung: f£,) = £, @)

(1) besagt, dass -f(é) ist die Stammfunktion von ﬁ(l;) ist.

Integraldarstellung der Stammfunktion (niitzlich, falls diese nicht explizit bekannt ist):

t~ ~
fn):(ﬁdtgu) + o 3)
Lo

-

Allgemein: immer kontrollieren, ob gefundene lm[‘s@jie DG und Anfangsbedingung erfiillt!

Check DG: llt'f(f) = o} ( = j(H :'/(() ()
Check Anfangsbedingung: F(ey = F, < 2 () fe) R
iy
. _ ' ) _ fod 2 “oqn)
nterpretation der Integraldarstellung (3): Summe von Anderungen: s L§ ql6.)
D ° .
Anderung von f in Zeitschritt §:  f(1,+§)-C(4)) s 3 (t;) (6) R SO P O

Summe liber viele Zeitschritte
liefert Gesamtdnderung von f:

R ———

l-"' T v
) -faoy = 5% 3“2\ = fi’c §t) 0 (%)

7.2 Separable Differentialgleichungen - Separation der Variablen WICHTIG! \C?.Zq

'Separable DG' hat die Form dy £y = »ﬁ( fw) qtt) o f- und t-Abhdngigkeit auf
[gegeben: g(1), h(f): gesucht: f(1)] rechter Seite faktorisiert
nach links: == o = i) @ Eselsbriicke als
ot £ ( F(é&) Abkiirzung der

t ~ t ~ Substitution:
Integration: fd,g/ df(4) _KZ_F”_) = !AZ—" 3(1‘) ol , ( ubs I; ion |

t. d¥ Q) t, 1 dF —— = dt g(t) @'
Substitution: # Alf) J )

£5) = 'f' f, ( ¢ f links t rechts
= —_— = 1L alf ‘Trennung der Variablen'
[ ?1?3 = i ] (S) ,g[f (%) ‘{gf 3 ) “ 'Separation der Variablen'

T~ Anfangsbedingung H((.C) o
Ausgedriickt durch T AF)
Stammfunktionen: H((f) - H(E) = Gt) - Gl ® & () = §)

gemeint ist: ([} fts)
Gelost nach f: _ -
(mittels Umkehrfunktion v. H) ‘Fu') - H (& (& - G (o) « H'(":’)) @
Alternative ~ i Hif) = &t -
[fi 5 @ [lram = M) —atcc @ @6
HiF) =) re :




Beispiel 1: o%{ = i‘ = .('L e v ® Grafische Analyse ‘C?' zb
Bereich: Steigun
Anfangsbedingung:  f.= ) = 2 (2) g dy+
~ ¥ { >o
o .
Trennung der °!_ (z?)f ‘ dt eL ¢ 2
Variablen: 4L Tt to &) =0 fly=3"= ¢
. divergiert wie
p ~ '& 'E bSl"l\)i 9
Integration: - "}:— lf = et li @ ?,F‘ 0,{: - o0
o =3 o =
’ L ‘(“" V-%‘vh": verschwindet wie
Anfangs- N 3 -l 0
bedingung (2): TFF I o= e - )
- I
Umkehrfunktion foy = (&< Ly |
= gesuchte Losung: ! [3 ‘ €) ) /
: [
Check: . - _[%_ n-t 4 = T4 Steigung = 9 /
ec Fl4) [£-ef] (-et) = fye* @ ( //3
Fir t> fu(¥s) wirde (6)dieLssung f(t) <o liefern, st
was nhicht erlaubt ist, da F(H >Flo)=5 . - d 13
A1 b
Fazit: Losung existiert nur fiir: 'l: & ("“’ , ZA— (W‘?)) (3) o &»(9/3)
C7.3 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung ‘C 13a
Allgemeine Form: d -
[gegeben: g(t), h(1): gesucht: f(1)] i -(‘“) 3 (¢ ) [(D f f(ﬂ “
Anfangsbedingung: fte) = & @
‘Homogene' Version von (1): d, - aft - (3)
(Spezialfall mit ££)= o) Ll - 90156 °
Losungsansatz fiir IOF )C({) = Lo &) (¥)
defiy (s 3)§, e BW w (4t ) f6) )
(4) eingesetzt in (3): o (2 [o(‘: _ 3“)} £1) (s) “# BU) - jw] f4) (6)
(6) liefert DG fiir ©M): d{@_ (4) (i) fm @
(2
Anfangsbedingung fiir & - £(¢.) W f.e Bl @ f. = &({y=o )

ted) £ . L
Losung v. (7) per Integration: §(£3(671= 4)L dt 3(’4)

v

Check: ¢, & (1) = 3({)
Bl = o

erfiillt (7) vV
erfiillt (8) «




Alternativ: bestimme homogene Losung mittels separation d. Variablen: (134

(3a.6): d{t) = q@) f0) , F = L 0)
dfwy - )
i g8
f % t
Trennung der Variablen: -{—"C- = \( dt 3( £ (3)
f. £ to
{ ~ ~
Integration: ,Z«(%o) = '{u(” - L) = ft dt gty = b(t) (%)
Umkehrfunktion liefert iy = f, e B(¢) '
gesuchte Lasung: ° Y
Beispiel 2: 4,8 = 2t £ mit  flo)=1, ©
0.5) te o
q@) = 2t = B0'Y v et = g @
Lasung: F[-{-) (Z) -F, Q§m = F, et @
Inhomogene lineare DG 1. Ordnung: 'Variation der Konstanten' | €3.3¢
'Inhomogene’ lineare DG 1. Ordnung: d C@Y = qiYFB) + 4 ()
(AW %o k 3 b
Bereits bekannt: Losung der homogenen DG: O‘L ﬂ\( t) = 3 (¢) ‘ka @
Gesucht: 'partikuldre’ Losung (0]
der inhomogenen DGL: [dl: - 3(“& ‘FPH') = At (3)
R i} Lo BH)
nsatz fiir Form der partikuldren Losung: {.‘P((—) = clthe (&
—
zeitabhdngiger Vorfaktor (historisch: 'variable Konstante')
(4) eingesetzt in die S’_) B { §“5 (s)
inhomogene D6L (3): h [M 3(0] “ (3:;>= 4(¢)
—~—
Produktregel: = [d{: c) + c({:)/@’ - M] e ) ©)
DGL fiir c(t) : dyc(d) =4 e” &) (#
.t LS
C7led)fn ,n~ _ B
Integration: c¢) = fi“ AN ) + C(ts) (8)
Anfangsbedi ( ez
nfangsbedingung ) ]
legt c({o) fest: Ir( ® < cld) e S = c(t) )




Beispiel 3 (aufbauend auf Beispiel 2 von Seite 3b) !C 1.3d

T
Betrachte die inhomogene DG: déF = 24§ + te b , F(o =f, 0
3¢ )
Homogene Lésung, bereits bekannt: (', /) (30 { e Bu) mit )= ¢° @
Ansatz fir partikuldre Lésung, (3c4) )
mittels Variation der Konstanten: ‘cr“) = e (*
=T
Bestimmung v. c(t): clt ) j YA ) c(ts) ()
to=o "‘p,(‘ V(" (Bc9) =4,
= jo([ ‘E' +Io = l‘i_’tl + 'ﬁo &)
S " (3,5 1 *L
Gesuchte partikuldre Lasung: Fp(é) - ('Fa + zl;-") e )\

durch Anfangsbedingung festgelegt

Check: ‘(;‘L[( fos ‘%_%")e“} s 2(for £4)e 4 ket o ut e Lot =‘/(|) )

Beispiel 3: RC Schaltkreis [Selbsstudium: AD-Buch, Seite 307] ,C?, 3e

Spannung am . QKD (1

Kondensator: Ve = c - R

Spannung am \IK(f) = RIG) = K&(é) () e

Widerstand:

Kirchhoff ‘ V{i’)
: = @, .
Spannungsquelle Vi V.(4) + \/R_{‘“ 0,02y @é—) + Re(t) )
. ¢ - A .

Lineare DGL: %’;_\ : Q) = = @[+ R \ (t) mit T = Rc (W
(hat Dimension einer Zeit,

Anfangsbedingung: Rie) = &, (s) heift "RC-Zeitkonstante")

. ? (u)

Bestimme zundchst homogene Léosung Q) =— L &4{) ()

[d.h., setze V(t)=0]: h t

Lésung bereits bekannt [siehe Seite (C7.10)} @, [4) = @, e "t @

beschreibt exponentiellen Zerfall




Ndchster Schritt: suche eine partikuldre Losung von (3e.4): \ C31.3F

. _ o [
(0. @ (4 o ¢ Ve "
T = R J© 'y
(3d3) B(t)
Variation der Konstanten: P( £) c(t) f%_,a )
Ansatz: Geny e HT
(3c.9) -B(f)
(3¢.9): clt) = {d{ K.('“ ?——v—" + C(D) (‘S)
12. \/(é) et ‘L/C &o
2 L
Partikuldre Lasung: Q. (4) =) I 7 Vit) te %
@
+ ~ ~
= ge t/1 N ]g %) c—{{L-t)/T )
(
Spezialfall: zeitunabhdngige Spannung: VH) = V, Q o)
Be.y) =C ?
SENES 723 _, "t ” Vo= = 77
AW = +Vo@[' ¢ ] toe VG > I
C7.4 System von linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung Index, keine Potend! Ct. 4o
IK—
Lineares System von 6l. 1. Ordnung, fiir n Funktionen, (L), ..., ()
M' (t) n W £ « n W« AL WP+ gy
: : Q)
GWf7w =AW e At (M(e) R A R W R W ()
Kompaktnotation: r(f;) = (f'(é)l e, an)T f.R —c"
E(t\ = (3'(4;), -.-,Sn(%)yr ) 5 R — " 2
aw - fa ] AR — maf(Cu )
. o 0 n -
System v. DG: dtl—l ) = Ae)- _p({_) R 3“) (3
Anfangsbedingungen: I‘({;o\ = fo = (£ o {.'o" ) (%)

Falls g (¢) = 3 : "homogenes System'. Falls A®) = A : 'konstante Koeffizienten'




Superpositionsprinzip: [fiir lineare, homogene DG der Form (4b.3)] \ Ct.u4b

Seien f, (t) und f 2 () zwei beliebige Losungen der homogenen DG, d.h.

di-P ) = A{) « .F () (\i =1,2) (j ist kein Komponentenindex, s

sondern unterscheidet zwei Losungen!)

-

dann ist ihre ‘Linearkombination' f({) _ ?’l () c' ; f(é) Cz ©)
ebenfalls eine Ldsung! ™

denn: dy ]['[.é) ({“C({) e+ o(_t‘r({)c {_-9 A(t) f“) c ¢+ A (¢) I;_ [f) * ®

Y > (2) I
s anJhw e Lws| CoanfE) uo
. e s ©)
Was war hierfiir notwendig? Linearitdt und Homogenitdt der DG.
Fiir zeitabhdngige A-Matrix erfordert das Lésen von dy f ¢y = Al flyy (6
fortgeschrittene Methoden (Fourier-Analysis)
Im Folgenden betrachten wir zeitunabhdngige Koeffizienten: d f (¢) = ﬂ(% fle) ®
Lineares System v. DG: Exponentialansatz und Eigenwertproblem ‘C’}-. e
- (;ﬂz\) s -
Lineares System: Olyr b = H- {(f) [ A zeitunabhingig ) ¢)
mit Anfangsbedingung: fy = { ®)
at
Fiir n=1, lautet die homogene DGL, d{.? =af mit Losung Flty = -E, e ®
Fiir allgemeines n machen wir analogen exp-Ansatz, aber mit Vektor-Vorfaktor:
7 5 £ Zeitab k !
exp-Ansatz: .c @y = ;| eitabhdngigkeit nur im Exponen‘ren )
erlfunabhanglger Vektor, ed"
=2 (4 -P)FO P (4 -a) 7 M - (A - Azt o
(4)in (1) (4 - )T e-A)Te™ = (A=)
=3
= AT - )v Y
Fiir nicht-triviale Lésung ( - #0 )muss T  ein Eigenvektorvon A  sein!
()

A ein Eigenwertvon 4  sein!




Sei /]  diagonalisierbar (andere Fille diskutieren wir hier nicht). SC‘}.hd

Dann existiert ein Satzvon A linear unabhdngigen Eigenvektoren )
o . J YR mit dazugehorigen Eigenwerten AJ (@)
J )
A . 'l—):. = J 1—): f = ,_.IV|
Allg. Losung der hqmog?nen DG ist _ﬁ(é) .S T ;l‘j't ol “
Summe lber alle Eigenldsungen: i i
laut S sitionsprinzi
(laar Superpositionspr! zp)—. (l.b]*:,, - durch Anfangsbed. bestimmt
Anfangsbedingung: floy = Z u; cl (s)
) ¢
1 (s, Yo o~ ; - = < _|:
i_Komponenfe; p (o) = 2 'U-LJ CJ‘ (6, sel T = ('U'I)___ )U'“) ) C = (“] (?)
"z T‘ ¢
Kompaktnotation: [ ) = T.c @) = c =T - .F(o) 9)
Also ist Losungstragie:
- Eigenwerte finden (Nullstellen des charakteristischen Polynoms finden, usw.)
- Eigenvektoren finden
- Konstanten cd so bestimmen, dass Anfangsbedingungen erfiillt sind.
Homogene lineare DG 1. Ordnung: allgemeiner Losungsansatz ,C t.4e
Betrachte: d 1 f = A. [ ¢)
Matrix! /¥
. = A+ = (L7.4a.6) ol B “w 9 =2 .
Losungsansatz: fi¢y = e f o = 2 i ta 1(‘ Y @
vl =6

o 0 N M, ncl A omzel = ) wm M 2@ 2
Check: Wl [ (£) © ot AA £ 7272 it A £ =450 ®)
n=i w'-’_'__ \E_O__Y_—-—-—’
T ! L At
Ansatz (2) funktioniert, egal ob A diagonalisierbar ist oder nicht!

-1 — =
Falls A diagonalisierbar ist, gilt: A=TDT T = (%, ) 'U'M) (%)
AL (L7.4c4) DL _ - e w0 .
und e NS T (s Te; = U u““i\ﬂh '
“ v .
v, v onils
. - .k - = 'D.l- ';. :
B)in (2): _c({_) = TeD T £ = ZTC tht
—_ i
:E = e- C.l I
= T Lo N (‘) - :‘;£ M v
(i7c.4) Z TCM e, g o= Z uie CY = (c74d4)
: ' ()




Zusammenfassung: C7.2 Separable Differentialgleichungen

Separable DG:
(f- und t-Abhdngigkeit faktorisiert)

it = gl L fw)

mit f({.) = Fo

Losungsweg: Trennung der Variablen

Af — = qdt

Trennen: ﬁ.(F)

f={)
Integrieren: jdf ( /4(1:) At

egrieren: _— =

£, = £t hlF) *vj
Stammfunktionen: H(FY - Hs) = G0 — Gl 4,)
Nach f auflésen: ‘F“) =

\ 2C3.2Z
")
(r)
)

6)

(«)

GG - GUY « Hry) 6

Zusammenfassung: C7.3 Lineare DG 1. Ordnung

Lineare DG Flh = qU+e We i {0 = 4,

falls h(t) = o :homogen fallsh(t) # e :inhomogen

Allgemeine Losung einer

inhomogenen linearen DG: @) = F{f” + ‘F? 15
Allgemeine homogene Ldsung C @y = 1Y € (¢
erfiillt homogene DG: ‘Fﬁ j ) )

partikuldre Losung

erfiillt inhomogene DG: ‘FP“’) = 3("') ' \CP(") v oA
homogene Lasung _ 3D
(Trennung d. Variablen): -Fk.m F'; c J
- By = ft:& 5
partikuldre Losung _ B(+)
(Variation d. Konstanten): FP“’) = clhe
L., . _XxZ
mit ct) = f{f“ & e (%)

‘%C?.g,




Zusammenfassung: C7.4 Homogenes System von linearen DG 1. Ordnung ] T (g

LEW = AW) Fi)
ec”~A R~ wiat (€, ;%)

Superpositionsprinzip (SP) fir lineare, homogene DG:

falls o[tf:jlé) = f—\{{)vr"j({) (J'=|Iz) dann d{-f[‘é} = A EH) t L_fz(t)

Fiir konstanten Koeffizienten:

exp-Ansatz: 'p (b = Uft~____e zeitunabhdngiger Vektor, ecv\

A+ “— Zeitabhidngigkeit nur im Exponentenl

fiihrt auf Eigenwertgleichung: Ag= A%

Falls A diagonalisierbar ist, ist die allgemeine Lésung die Summe iiber alle Eigenldsungen:

- 1-'[: °
= T eMN C\‘ i . AR - . U. RN
'F(f) JZ 3 mit ’q 'U'\\ = J\I U\I , J I,y
Z = T-(' 'P(O\ ’ T-‘-'(%.',-"/—J-n\)
, - : 2 Aty
Allgemeinerer Exponentialansatz: Ty = e ['

(funktioniert auch dann, wenn
A nicht diagonalisierbar ist):




