V3 Felder (Funktionen mehrerer unabhdngigen Variablen) \\l&\a

Orts- und zeitabhdngige physikalische GroBen werden durch "Felder" beschrieben.

Beispiel: Maxwell-Gleichungen der

Elektrodynamik: Vektor-Analysis: niitzlichen Identitdten

MAXWELL'S EQUATIONS

In general: In matrter:

o ) . PRODUCT RULES

"E=—p ‘D = p,
. © ap 9B () V(fe)= f(Vg) + g(V /)
== VXE= -2
at ot “ V(A‘B)=AX(VXB)+BX(VXA)+(A-V)B+(B-V)A
V-B=0 ‘B =
v:B=0 B V(A= f(V-4) +A- (V)
VXB=ypd+ ei}i VXH‘J*aD
Ko ot =4 TS50 (6) V:(AxB)=B:(VxA) —A-(VxB)
AUXILLARY £ (M VX (fA) = f(¥V XA —Ax (VS
IELDS
®) VXxAXB) =(B:V)A—(A:V)B+A®T-B)— BV - A)
Definitions: In linear media:
(D =¢E + P (P=cxE D=cE SECOND DERIVATIVES
1 )
H=—B-M IM=y,H, H=L1B ®) V- (VxA)=0
"o ( P
(10) ¥V x (Vf)=0

POTENTIALS: E= -vv— 2  p_yuxa (D VX (Vx4)=V(F-4-74

ar’

Ziel der folgenden Abschnitte ist, elementare Rechenoperationen fiir Felder einzufiihren.

Beispiel 1: Temperatur im Zimmer \/314
( Menge aller Punkte im Zimmer U™
T: Ue®R — R =
4
T +— T ¥) = Temperatur am Punkt =

Beispiel 2: Zeitabhdngige Temperatur im Zimmer

Zeiﬂn'rer'vallj'
T: Tx U Ry — ®

(t ) T) > T({I T) = Temperatur zur Zeit

Beispiel 3: Luftfluss durch Tunnel u/\__, — —
—_ 3 3 —-> —s —© ﬁ—o _‘
v IxU € Rk — R — — — — S0

(-];,1': ) +— (1 ,'-f") = Luftgeschwindigkeit zur Zeit t  amPunkt

+ amPunkt T

Beispiel 4: Ferromagnet i - 72
’ P g . ?t/v- Menge,\aller' Vel;for‘en mlT Betrag = 1 %’IZI’; ﬂ/;/z_e
AL TxUCRxR —, 57 = ff e® ) nal=1} T

~ -
¢d — V\(%.F) = 'Magnetisierung' zur Zeit  + am Punkt +©




V3.1 Definition von Feldern \ V3le
Allgemeine mathematische Struktur eines 'Feldes':
F: Mcrd — [ <®
= _ f d U — = Iy » n,- T
3—(3,.--,11 Y — F(K) (F(\J),_..,F(J))

M- 'Basismannigfaltigkeit’
L * 'Zielmannigfaltigkeit
F(y)

'Mannigfaltigkeit' = 'glatte geometrische Struktur' L
(fiir aktuelle Zwecke: d-dimensionale Teilmenge von 1K™)

Nn- “

R

"= : 'Skalarfeld —Z

Beispiele: Temperatur, Druck, Dichte J A7
y - I o e ="
n>_. 'Vektorfeld'
Beispiele: Luftfluss, Magnetfeld, Elektrisches Feld, Gravitationskraftfeld
Skalarfeld: F : B* 5 - \\/3.\d
(z.B. Hohe eines Gebirges)
3

Vektorfeld: 47 : R® =R
(z.B. Stromfluss im Wassertank)

— '3 2
Vektorfeld: U R —r
(z.B. Stromfluss an Wasseroberfldche)
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Wie dndern sich Felder als Funktionv. X ?

Wie bildet man Ableitungen von Feldern? C3: Partielle Ableitungen




V3.2 Skalare Felder (diw [ = n=1) Viza
Beispiel: Hohenfeld ——
Z»: R — R
» = - [ R (
(j) X A(X)
ﬁ(;\ :4()(”]): ! (2)

(x*+ ‘[)11- c

-

)

Kontur-Linien: K (x, y) = Cous'lt. ()
Dort, wo Konturlinien dicht liegen, ist es 'steil’.

Funktion dndert sich am schnellsten in Richtung senkrecht zu den Konturlinien.
Frage: Welcher Vektor gibt diese Richtung an?

vergleiche 3 &
Antwort: Gradient: 6{»;\/3!&5) ( x = __2¥ry) (24 (&)
o . B DSK_ [(err)sz] |
(wird im Folgenden eingefiihrt)
Totales Differential ]V;.zb

Gegeben eine Funktion £ Mcrd — R

T oo ) | ‘/'Safr(h

Was ist die infinitesimale Anderung von ¥ (#) [l
an einem gegebenen Punkt  T&M '
entlang eines vorgegebenen Vektors A e ‘ILJ ?

r + ou

‘totales Differential' liefert die Antwort:
d
df. ; B — R |
T ‘ R . ) vergleiche
7 — dL() = lim 3 [¥(F+5u) _ L(r)] Matter aller
T

Ableitungen",
f—=0o

Das totale Differential 0{'!.1'-’ ist eine 'Maschine', definiert bei ’T’

=

die einen Vektor %4 frisst, und als Antwort eine Zahl 'ausspuckt’, 0!1(;? (%),
ndmlich die differenzielle Anderung v. f bei einem W -Schritt

Anmerkung: trotz des "d" in der Notation, ist das totale Differential im Allgemeinen nicht
infinitesimal klein! Es ist nur dann klein, wenn der Vektor im Argument klein ist!




Totales Differential in kartesischen Koordinaten \VS.Zc

S =

T = (%)  (identifiziere ? mit x )

2y = S €39 3F kN Lok
I (@) = (o c[{(x+8a) - F(0)] = % ©
— . . k
Tot. Differential ist linear: A{;(au + f>u-) = )kf(a.u. + ka) (»
Wirkung auf Standard- k
i . > (0 2 - . beschreibt Steigung
Za:ls“:l/;:r:r‘; =€i 0”\).:(6,“\ = .bk-{ (6\ B )J-F von f in j-Richtung G)
h ‘AL{
¢
{
Tot. Differential von U0 ik : liefert i-Komponente
Koordinatenfunktion: AX;(M) = )hx w = U des Argumentenvektors )
dh wihle £(7) = x* ey
k
R,
(4) eingesetzt in (1): 0“—;(17> = 9,21‘ O(X; i) ()

dies ist die 'saubere’ Begrundung

Af - ?_-E or)( ® fiir die Notation, 0(9 ’&d)c

die wir bei Integration durch ®*
Substitution benutzen!

—_—
(B) gilt fiir beliebige u: =

Beispiel: Hohenfeld fley) = m . iz(uv:ug)‘f \Uz.zd

d{ (u) - (B(; u+(bO 12 —-z—():ly—)——-[“ whe w1 gy

2 I
[(rlry) fc] nachdifferenziert

Kompakit- (e 20%ey) 1 d
notation: 0{‘& = [(r"r)’)zrc]" [ 2% dx + '3] (2)
(2 2(*r y) 2x dx(i7) + 1 de(iR) g
A = T = . U)
d'{\;‘ (.u) [(r"rr l"c—c] [ — "3—""’ ] konsistent &
(c.8) u* o «f

Beispiel: Druck als Funktion v. Volumen und Temperatur: P [l/l T)
Physik-Sprech:  Volumen- und Temperaturdnderung, oV , d 7_/ liefern Druckdnderung
dp = 7 V¢ opdT (o)
Mathe-Sprech:  Volumen- und Temperaturdnderung, SV, §T liefern Druckdnderung
_ (€3d.4)
= p(U+SV, T4ST) = py, TV = Oyp sV + 2P ST
ausgedriickt durch totale Differentiale, wirkend auf us (SV 8T )T

SV ST c-l)d R ) Fazit: S‘P ergibt sich aus tot. Differenzial d‘P/
DVP dl/(u_) + ?,_P dT (U,) = P(UJ U angewendet auf kleinen Vektor 3 = (gy sT)T

(s)

(c




Gradient

. \VS.Ze
1 (i) o b_bf%) e =(3F)e® = BF) S v = <UD

(1)
(1) sieht aus wie ein Skalarprodukt von fj mit einem weiteren Vektor, (f} , 7&) = 'U.L dik uh

dessen Komponenten aus den Ableitungen von f bestehen.

Def: ‘Gradientv. ¥  amPunkt X 3! 315)
_ Ry
grad £ = L Mc g Kd L, X |—-—>V£? SINNE "'167[35) Gl
2 f(z)

i-Komponente des

L . . ) ¢ B .
Gradienten-Vektors: @ = vt E,.)S\ls (B\I.‘F) ) )5{: = ?’_ (@ e =([], [O]

b ifr s G470
in kartesischen Koordinaten (= orthonormales Systeml) ¢ :
Beispiel (d=2): |
Hohenfeld: A(K, y) =

(x4 )¢ c
(siehe Fig, Seite V3.2a!)

vergleiche

oL\ o 2l’ey) T )
(’34) T [repte” znx) = (Pl ()38

>y

Geometrische Interpretation des Gradienten-Vektors \\/ 32§
Skizze in d = 2 Dimensionen, zur Ver'anschaulicrung_;.: 7C(x|’ X}y T T -
X = ) VI = V'F" = 2 “)

x‘l/\/ w - T M)

(sei ein Einheitsvektor, Richtung beliebig)

bv ,F?zeigf in Richtung

. by
dny =l tlhaan-f@ ]

|
Lo
2+ |_ )/ maximaler Steigung v. ‘F
. A X ( | 2
= Anderungin W -Richtung (2) : I |
)
N I
(C.\) - N (y) "]
=(if., n) : 5
(L“-m-lb R ,_:;( Hshen-, Konturlinien: F(T?) = konst.
= we VLI ©

' PR Vf; zeigt in Richtung maximaler Steigung vf (e
maximal falls 11 || V.F-; =

maximale Steigung ist gegeben durch |l v, sl G4

N - -
Ofalls wn | \7-{}’ => ¥V [; steht L auf den Hohenlinien v. ¢

(allgemeiner: Hohenfldchen)




Beispiel:  Sei
F(;) = “;“ = 1 (X')zi- (x-,_)l*_ (x3)L.= e

.y, RIG
= g @
33 F(7)
'72. $
mt Yf= 2F 2 % [er e e r] 2 = X “
Txl_ Hx 1l
X 2
Analog fiir die anderen -‘v'“_f__ = — il I ; = nach 'aussen’ N /'
Komponenten, also: X Lx1) N gerichteter 5]

. . ‘
Einheitsvektor / \

Nabla-Operator \ V3af,

Erinnerung: Gradient

=r . d d ) . 2 = _ (I = _|©
V‘C . MC'K — K ; mit 3 -_—.D‘.'-‘-‘)—x';' el"[3 ;o ed-[:_
e £ @ € e : |
(e-3 T 2 d N
- ury ” - . 'F( ) - - Y _ -
X = V& = (VF] = J #l= Z eib ‘F = V.r 3h}
: . iz
Gt | LBlel —=
\ v J =v
Definition: ‘Nabla-Operator': EX
(in kartesischen Koordinaten; -~ d _ )i, 1
Definition iiblich fiir d = 2 und 3) Vv = z e, = ®
[ :
(nitzliche Eselsbriicke, zum Merken von P d
Gradient, Divergenz und Rotation)
? ist ein Vektor-Differentialoperator, wirkt auf alle Funktionen, die rechts von ihm stehen.
,c\ beinhaltet Ableitungen
%)

liefert einen Vektor, wenn er auf eine skalare Funktion einwirkt




H

(d=2) 3x!

\ \ ! V3.2
Beispiel: 'v’( e’ s:“(m) = {3“ (e” s;u(x‘)) = ‘39” 5""00)}

v
) e coo(x?) o

Mathematische Struktur des Nabla-Operators:

Raum der Funktionen:
Sei te F = 3_3 (Kd - K, ;_a,j(;') \ g hinreichend glaﬂ§ ®»
v F — Ft (s ®
fo—s Vf = : @
w5

Rechenregeln: ?({3 + 3) = v4 + 73 (s)
V(eq) = FF)g + #gg)  Croduareseh g
Beweis v. (6): d 9 (cy ™Iy g - £6%) ®

Totales Differential in krummlinigen Koordinaten (das werden Sie spa‘rer‘ brauchen) V3.2
- Odf (u)

Koordinaten-

system: UM ) BHF(K) o
Funktion: £ .M — R, 7 £F) o
Induzierte .

Funktion: -r: 'u_——-&‘z,‘ 3|__’ ‘F(fl%’)z ‘(_\(5) @

Totales Differential:

‘A < =0 3 =f= 6—> 3
dL;(S\(u) = ‘é_»oﬁ {‘C(T(s\ + SM,\ - 'C('r (3»1 () :l'\. e,

Wihle # = U = 4.8 mit 7(5)+ 9T, = 7(5)s O-F = (g+38) ©
Koor'dma'renbasusvek\}or' 3 _L'i J 4t '=’,)
5 (c3d-¢

T ( g - li “loeco W = f(zrz0\| - (7@)

(é;’:] udd [¥(f(ﬂ\+8v\ fz (3)}1 gw},s [‘{(’r(ﬂ(-s & )N ~4( (J&\l = —)\—T&_—ﬂ(—Q

Kompaktnotation: HB.(GS\ = 35\; £G3) = D\if (3)  londogmuen] ()




Totales Differential in krummlinigen Koordinaten (Fortsetzung) (analog zu Seite 7) | \/3 2k

'(Z sei ein beliebiger Vektor, entwickelt in Koordinatenbasis: '(7, = 'l_fk U.Q )
() e R
Li i >
daf(3) = 4:f (T ) "E o Wt = B fu C
3 3 b—-———r———’
(J.;) QR E(SD
Fiir Koordma‘renfunkhon . " .
-f—‘(g = n ' dS% (u) hﬂ." u = u analog zu (c.4) (3)
SL
(z 3)
(3) eingesetz in (2): d ‘H'MB D F daa[u\ analog zu (c.5) «)
. LA
(B) qgilt fiir beliebige 1 @ = f”‘ = 91},_ ”((3 analog zu (c.6) (&)
(Ls - - 1 (e‘) - -
Gradient: df. @) = Df(. ) W = (QJ ST S22 ©
J ¢ 3 definierende Gleichung fiir vf

Der 'Gradientenvektor' 6F < [R st durch die Forderung definiert, dass (6) gilt fiir alle W eR.

Bestimmung des Gradientenvektors in krummlinigen Koordinaten \V%.’LC
(Rey (- . k (3) _ k
Definierende Gleichung:  d=f (%) =" < V"F/ u) = (V'() (wa)ku )

Gesucht: Komponenten des Gradienten in Koordinatenbasis: V-f = ifi(_ﬂ‘ )° (")

vy,
Wihle 7 = U} : h’&/
(L3.3c.8) /o

(RN INC 3 2 <v£v>“’ @6 (7, 5 =@ 4= G o

(\/?-3 W = 3‘\1 “— Metrik des krummlinigen
Koordinatensystems

(3) of

Fazit: kovariante Komponenten (V‘F) = 22 (4)
des Gradientenvektors: 3\']&

i (L33c10) 0 N
Kontravarianten Komponenten: (\7{: g &“ (V‘C) 6\‘ D\(F = B",f 2
Def: 'Gradientv. £ am Punkt ?(3) : . o) .

'csrui{'\' = vf - MC.{Kd ———bfk?d, t—'>V'¥ 1}’&(3 = Giat& )F ©

In kartesischen Koor'dma’ren
l (

.StJ: Sc\! 3-3“[9—? 'l_.l':,‘: J:




Beispiele fiir Gradient in krummlinig-orthogonalen Koordinaten \V’:J-M

. - . T T g ( -
Fir orthogonal krummlinige Koordinaten gilt: S‘& = 8,,3 X”’ , 33 = S 3 5 \\ 3“

0]
| 3805 e @ s 3. ¢
Gradient: Vt = v 3 JF = U Di f = e,, H—:: (2)
(V2g.4) —1 — ~=(in Koordinatenbasis) (in lokaler Basis)
‘jn e,
Polarkoordinaten: ¥ (f,d’\ : jl’} =1, j¢4> = f)l [siehe (V29.3)] @3)
@) ( (V294_)‘
Q‘_ﬁ U SCPQ-F.(. U’¢3¢¢)¢ z—) @D‘F 4_1;*@'3#‘ _.ef'3¥ + 695—'34;( (%)
(m Koor‘dmaTeanSIs) (in lokaler Ba5|s)
Kugelkoordinaten: v(r,0,¢\ - 34—4 =1 fee *~ ol 9¢s = resin’o &)
@ [siehe (V2n.3)]
) o - (21) ~
Tf = v, S"DJ ¢ Up g QGF ¢ 0",64’4 B4,F ©)
-'—' ‘U‘r@ 'F t Ue@ £« U‘# .¢F (in Koordinatenbasis) 5}
V2g.4
( _E’ ) @r D;F 4 ) '[- + Eé o ,p (in lokaler Basis) (¢
Zusammenfassung V3.1 Felder t |Z2vza
F(y)
F: M CKA — Lc ‘lK"L -
- t d T — 2 = lp = Ny= \ == e 7"‘)
3—(3,...111 Y — ‘:(5) (F(j)"“’F(J)) | ¥ 7
V3.2 Skalarfelder, Gradient T
Totales Differential: differentielle Anderungvon F bei 3 durch einen U -Schritt:
°( - T - -
i RoR, G 40 < (W [HE53) - £)]
- R k - _
df.() = 33&1’((‘3) U = DRF u = vf..u R
) ) ) ) ; 3 /T~ )
Gradient in kartesischen Koordinaten: ) =-)'.’ = 5pi ) < \
— d d
JE e Mert =8,y . g
f ] - : _ - \
‘3"*410 X — 0, d. | = & (ny(f) r + 6u M
g 3 fez) r
vf 7 zeigt in Richtung maximaler Steigung v. { = steht L auf den 'Hohenfldchen' v. £
In krummlinigen Koordinaten: 5,.‘: = G?i. -Vaf Y - Gi 3“‘ )dF (in Koordinatenbasis)
In krummlinig-orthogonalen Koordinaten: = € Ji(:;' 2, f (in lokaler Basis)

Giej =0, §% = V3u




