C3 Partielle Ableitungen C3a

d = - ]
Betrachte 1(-. R - R , X b tx) = F(X, xz, ...,xd) (Skalarfeld) (1)
Beispiel fiir d=2: Hohe eines kugelférmigen Zeltdachs: ><z+\l(Z AL R®
= T T - 1 ! 2 I/
x = (xq) = (x,x*) ) £(3) = [K - x%- J‘ ]/1 = [Kl- (x") ~(x2) 1" )

C3.1 Partielle Ableitung

Wie dndert sich £ (') als Funktion v. nur einer der Variablen, X° . wenn die anderen Variablen
festgehalten werden?

'Ameise auf Zeltdach:
wie dndert sich ihre Haohe,
wenn sie parallel zur

1 -Achse krabbelt?"'

x

Wie dndert sich -ﬁ (') als Funktion v. nur einer der Variablen, X;' ? l C3b
Definition: 'Partielle Ableitung von ¥+  amPunkt % ,nach Xt

2-F(_;‘<‘) = liw Jg_[ e kg, o) = RO, _,.,,d\] 0

) ° .

% 5—5 nur x¥ dndert sich,um &
In Vektornotation:
<) x’ - N - <Y - Y
R= ()7 & H(E) = [y [F(Re68) - £(D)] = 3,4() =)

! (-] > °

SB), (7)o SO
Lineare Ndherung: flx + 53;3 = £z) ¢ $ 25 i) @)
Al i 'bﬁ( ﬁ ) _F eher uniiblich
ernative ) =Y. Lray = - +(%) o -

Notationen: "5~ — X (¥) v TEX LG3) ¢

\/\ a Lieblingsnotation

Merkregel: Index oben 'im Nenner der Ableitung' = Index unten in Kurznotation fiir Ableitung

£3)
Beispiele: ?y (x U’b(j\) = =X 's"k/ (¢)
| 3x
>X' ( g'j:_é;"(*zcz) = 136@ S('v\/\(") (S')

| (I.[Index, nicht Potenz!] 2 XI
3, (3 sinlxd) = e wa(x) (©




C3.2 Mehrfache partielle Ableitungen (rekursive Definition) Cze

2 f(D| = 2 vy = ’)Li = = Dz £(z)
5 [3)0 ()} = 3(x*'\7'¥(¥) = s RO A (1)
h " _
)’3—@7 » (),, ). ) 2 D?.)“«C(X') = () = 2-f3) @)
N — T
A wnel
Gemischt 2z ~
p:::;:fle ) bi (%;,H;)) = ) D F(x) } D*F(?) BJ,LF(’?) = 7(.;(><) ®)
Ableitungen: M \
‘,l 2 ]
Beispiel v % 3 (2 an) W00, 5 ) 1l & @
Seite C3a: e gleich!

)(L 9 3 esx' 3x! (5)

?[ )L(e3 5'0\(!1\ w(ﬁz) = ZC 503{11)

Satz v. Schwarz: Fiir hinreichend glatte Funktionen sind partielle Ableitungen vertauschbar:

£l v fi x
V) e\ o= DD [
4;/;; J_/_\~ D F) = % e .

‘Hinreichend glatt' bedeutet: alle Ableitungen bis mindestens zur 2.ten Ordnung sind stetig (AD-Buch, Seite 231, FuBnote 12)
& NE,E, WHE, A
(] 17 AR J z'f [Beispiel wo dies nicht gilt: AD-Buch, S. 231]

C3.3 Gleichzeitige Anderung aller Variablen c3d

'Wie dndert sich Hohe von Ameise auf Zeltdach, wenn sie parallel zu Z  Kkrabbelt?’

beliebiger, vorgegebener Vektor

z -
‘F-' '?\, - R/ j — 'F(i) (‘) ‘f 52282f+0(62)\ f f(y1+521,y2+5z2)
Wie dndert sich eine Funktion ’[(5) ) s
- +0z,
an einem gegebenen Punkt E-( 3".31 )T // Fly'+02y7)
o ——62'01f + 0(8?)

wenn sich beide Argumente gleichzeitig L
—~ R fysy)
dndern,von 4 nach g to2

(yt+ 021,42+ 622)

mit O Kleinund 7= (2", 2ty beliebig ? Whv*) e y?)
yl

Es gilt: ‘S‘“ -5';[1[(52 §3)- “3‘3] = 5 ‘C(ff\ + A7 )— ”3) ;{Z 2 Fg) @
g - V J=

(Begriindung: Seite C3e)
Verallgemeinerung: Fir [ . ﬁ’\"l —~ R, ;j’ —_ f{i) gilt: Gy
d :
l(lM 2 C3) - L) = l 3\ 24 _ -\ aJ Merke: .
o S [I(w S Z) “3 3] JZ:" Z%J ‘F 3) iovar-ian‘rfe).li\lffc?f?on% inear in 2 ' ;




Begriindung fiir (d.2): f 52252f+@(52)\/, fy'+ 62",y +62%) [C_3_e_

explizit fir d=2 : flyt+ ozt %)

> T

§= (4,43 o 65 01f +0(6)
Sz“ = (§ 2(, S 2 )T a) .fiiyj) (y'+ 621, y2+622)
y
[fGesD-tm] =% o Whv?) ety
-
0 I subtrahiere und ad%i\(‘ar'e dieselbe Grofle
[ ]= Hy'l-gi' ,jzk $2') - 4‘(3'4-53‘131) + ¥(J’+ Sz’,%“) _ (3"31) @
"
= (58, f4 452, ¢*) s (5299804, 4 ] )
= §23, [ + §2 0 FG) ] ”
(5 in (3): vernachldssigbar, weil v. Ordnung as?)
I 2 .V
g fEee- L(g)] =gl dEVe s 2wt ] = 29 2t Ly @
Ant;llog folgt (d.4) fiir beliebiges d
Beispiel fiir (d.2) C3f
p(ﬂ’) = '“‘b',‘gz) = (‘J' "‘tll)z Q)
. - .
liw § [fGes ) - 665] = 2459 2« 2 b5y e
= ’L(ts'»c ’s-‘]l)-a' s C(«J"ts‘j‘) 2? (3
Explizite Rechnung ist aufwendig... :
Hy® = CRNE Cqq e 10y (1)
£(3'+ $3', 117'4- §2¥) = ('1' + 6 ) 4 £(3'+ §2' \(Ui-rhf‘) + ‘HLJ‘L# S‘t"')z- s)

=U"!L + 243'52’ +($z')t + 6&31 ‘ tJlS%"f Qz‘:’%h.f?a] + 1(3'—}1“8{{2” 9(‘*1; 6)
=(¢J‘)1+ étﬁ’ + 7(3")1 + S{'“J' (S Lva‘zL +6'\fz' N 1531z 2?| ¢ 0(%Y) @
= Ilq',ﬁ“) " g[z(q':—zf)z' + 6(«1‘45-31)%"] + 0(%%) ()

S‘f-:;o é[”%u 32, ‘31" $at) - F(j','J")] = 'L(ts'nuz)t' v 6(41'551')21 o (a)




C3.3 Kettenregel fir Funktion von mehreren Variablen 1 ng

'Wie dndert sich Hohe von Ameise auf Zeltdach mi‘ereiT, wenn sie en‘rlangﬁg(x) krabbelt?"

beliebiger, vorgegebener Weg

f
FRor, G ) - 8 0> = )
'(:‘]' ‘R RJ’ X %(x\ = (%‘(I’-)I e, 3‘(\:))1‘ @) o l
L ] 92
fofs ROR, ¥ s £G00) = H(g6), -, §') B
In Skizze: d=2 ’ g'
Dann gt 4 1E50) Z 2HEG) Ayl e e @
olx J= 2 SJ dx summiert iber |
(Steigung von £ mit x ) = Z (Steigung von L mit 3J ) mal (Steigung von jJ-mi‘r x)
J
Falls der Kurvenparameter der Zeit entspricht, x = ¢
. - d - , -
f(Gayy = 42480 5 2RERY) gy, ©
o{t (=1 75\'
Begriindung von Kettenregel (g.4) Czt
g0y G L - 2
T A 8o s“(i’“‘__)*s - fgon] = 0
(C1b.3)
Fiir Jede Komponente 4 (x+$) = ?Jlk) FS J,, 3 (x) Mulﬁ.er' aller; ()
von 3 gilt: 3(1) Ableitungen!
Vektornotation: 3(’”’ ¢) = §0 + S@éf- - (53'("31 &%(SJ(*))T ®>
(3)in (1)
A ‘(5‘(\‘)) l __ - _ '( N S _ o
S = e b (6 +s450) - FGe] = [ 5LAG s -#g)] e
Schreibe: ?“‘{xs = —'1‘ . Ay 5(") = 2 )
Berechne rechte Seite von (h.4) mittels (d.4):
1§50y @4 :‘L_ 2 ,r(,g)J C® $4gw) o(g(x) o
dx J= j‘| ?XJ
Beispiel:  $(8,9%) = (g ¢ Sim(gr)  SMO= K, g% =ax ®
. g, 2F dyf . . .
%\‘(3(05 = .)—\,‘t," Y A = -simlq'(x)) 55 ¢ @) .3 = -siu)z St (). ®




Verallgemeinerung I: lC 3

Wie dndert sich H(‘)’P:e und Temper'g’rur' mit der Zeit, wenn Ameise entlang E(x) krabbelt?"
£ X

f
& g
] | 92
g(z) .
9
— d m N - 0. - T
FR=®, g0 ) =@, .., £4(3)) 0)
= - T
9 :R— ([A’ X O\\(*\ = (%‘(*)/ e, 3*(:)) @)
> - > mysza T
Cogs ROR, x 1o £(§09) = (F1(3ON, .. £7(50x2)) G)
Dann gilt (g.4) fir jede Komponen‘re getrennt:
d ﬁ@(x» 2Ff (3Cx) dj‘l( ) . wie normale Kettenregel fiir f i’
dx = JZ_, S 5“ L=l -, aber summiert uber | ()
Verallgemeinerung IT: C3j
'Wie dndert sich Hohe und Temperatur mit der Zeit und der Wmds;rarke wenn Ameise entlang
£ L 2 3(7() krabbelt?'
fl f2
— e AN ()
2 g 2
£E2 g 9 $2 g
e -
xt g(x) 1 2! g(x) 1
fords R 1= 83 0)
= TR“ A - - (..\ _ ..s( ) "
fl. —)[[, XI——)%" ~3x,...,x) @)
§ og . R=> IR‘:' X 1> f(g‘(?)) @)
Dann gilt (g.4) fiir jede Komponente getrennt:
s d . . . : L pt
WWaEE» oy r‘(sgxx gig) L :éi:fﬂ::ﬁ?ﬂﬁi:efe' fiir £ °, Y
Ak g=r 24¢ xk R=1..,n und partiell abgeleitet nach ¥ /*




Beispiel: Geschwindigkeit an Wasseroberflache (Selbststudium!) C3k
Beispiel fiir 5
Geschwindigkeit an Wasseroberfldche, r :

Betrachte erstens:

3‘: 2 — W\QL ‘3'(?) {*’;\\\\,&
! -~ . — d =2
7o} | — G = ; R 11/12/“ n=z
xu 5 (x) \ \\_> 7
Betrachte zweitens: T(F) = [U'(ﬂ l B [";(—7_} (2)
vl |y
')cl RA —_— m (uA:\) *

Beispiel fiir f: Betragsquadrat des Vektors E :

f§) = 150 = @@ ©

n
-
—~

-
—_—
S
~—
™
v

y(y) — {(y)
:‘d

Beispiel fiir Verkettung: Betragsquadrat

Betrachte nun Verkettung v. f und g: der Wassergeschwindigkeit am Punkt ¥
- n‘ -
foq: R — R FE) = & ©)
— -, 2 z
x 1((30‘)) = (U'(s?)\ + Qu“(?b
Vo d - ' |
Ald®), -, {5 ® O S
Fortsetzung Beispiel: Wie dndert sich Geschwindigkeit an Wasseroberfldche mitx ' ? €3¢
— (h b) ! -% 2
) HE@Y =Y, [C’“)" k (X')‘] :[ ° T Emy '} = T W )
Nochmal, nun mit der allgemeinen Kettenregel fiir partielle Ableitungen gerechnet:
oy (ke 2 a (c2) LT
() =7 e O e T3 = (—n, %) b)
W9 2 ) .
2MEw) = T 5 ‘ A ) B
J=! y=%x) "
_ (P U (5) . AP u'l) @\
2y \5’:6(;) 2x! W5 s
by @b) (20) (2b)
= 2((¥543 W)) L R () ) (L
\J T \ ‘—|(-| (S’
——— Y=

=0

= e ‘ o[ =) - gy el I A 2o\ 2
Y lri =':U'.(;) ((X'); = 2 U(X)((X')‘Lj = Z-xl ("' 6“)2)— —&>3 \(/‘o)




C4 Mehrdimensionale Integration (kartesisch) Cha

C4.1 2D Integration iiber Rechteck

f(ze,yer)
feLa,b)xle, 41 >R

(x,y) = f(ry)

Diskretisierungschritte:

§$¥_ b-a st doe
. N
Nl 3 a AT b €
Volumen Z Z F("e,';]z‘) S'S.‘) (Riemann-Summe)
A
.v2D- . < —
]l.?:':eg;r'all:) y\mé\ Sx S'SZ 2{_ F(Xg ) ‘lel> = fdx dy [{x’j)
8' §9—0 ¢t [blx[c,dl Integrations
-Domdne
Fubini's Theorem: Integrationsreihenfolge ist egal | Cub
\i X . S I i
Lfg" [de]f(X, y) = :-:o S Zﬂ- é';‘_b 83 % L(xl, :jebg |£ 7 x ( 0
G, c,
’ ; 1D-Integral, mit X, fest £
~ \ d b d
= Sx‘:o ék% J:{'j “xbj), = j:(x _(213 ’(("rfl) (2)

Funl;ﬁon v.Xp .
Alternativ: kann integriert werden

!

_ ol 42 lm s ®

fdx dY [(X,J) = 8'3-)0 z, $* o % g(’(e/]ﬂjl
laklxLedl 9 1D-Integral, mit ‘lzifesf
“ 3 (5 T

= S‘,;"__, d o Jlx f(x ,VJQ«) = '(43 jdx Hx,xj) )
Intuitive Begriindung: © o , - c a
Zihlreihenfolge der Quader in Funktionv. Yy,
Zeilen oder Spalten ist egal. kann integriert werden

4 o d 5
Fubini iﬁfifﬁ,df(”) = [ [ag Sty = fag fde Bty ®




Beispiel £, [o21x[vv] = R Cle

(60 ) > flxy) =y j" ()
2 | 2 ¢ 2 ) . 3 (
‘(df !dj 'F(x,\j) = IJX ‘[6(3 (X:]-(- \37-) = Ij?‘ (x %\! "‘;\j ) o (z)
2z 2 s
o e 1) I S S )
0 z 6
2 Fubini
stimmt!

jd'j j:x fle,y) = .('*J jv‘f XY+ +y) = de i y o+ xq ) @
o' Y ‘ )
= J:*j(‘i-lfj 2 1'3 ) = (2 3y vegy )L =\-l+§ =3 )

(]

Analog in 3D: f dx A Y Az f(xy 2) = fdy ,(dj fo(% I(K] ) ©

SULIR IO Z— Reihenfolge dieser Integrale ist beliebig

Wann ist Satz von Fubini nicht anwendbar? Siehe AD-Buch, INFO auf S. 240.

Integration iiber allgemeiner Domdnen Cld

Riemann-Summe:

~ 2 82 1 (xuyy) ()

as¥ca, C‘_(sq)<.]2\4 cylxp)

Integral v. Funktion  F( ¥4)  iber d. Fliche:

f;ico(j f(x,:{) = L:{)c { ‘(Cﬂc)l\t] L(x,'a)J

€.t

nach Fubini [ $* e (y)
o 5 [ (224, ]

ey

Fir das "innere" (zweite) Integral sind die Grenzen abhadngig von der "duBeren" (ersten) Integrationsvariable.

Bemerkung: C+(¥) bzw. & ﬁ(’@ ‘ !
miissen eindeutige Funktionen sein; falls sie es nicht sind, — -

hilft Unterteilung des Integrals in mehrere Teile: __._,)




Beispiel: Kreisfldche Cge

8, (2
n - dx 0(3 . ) (3) ntegra |onsgr'enzen ury:
- R (‘-(f) xz“'vz: ‘RL (IB
R [z) R 3
= f“ [CM - C-w] =2 jo(x R -t w S0 T4 =R ST
— R _ 2 -
‘%
Substition: ¥ = Runt Grenzen: R = Ruwn(o) (s) C+lx) = j; -
dx = <R gwd.
MaB: é’ R gt - dt R = Rwn(w) / )
X
(l) o . {>\[ . 7 N 1 (é) \ J
A s [d6 20 [ s NG
R \ -~ ml% = KM% L?)
T ® o
(2
= ZKLJM- awt 1 = xR ®)
I—o———f;r‘/z—" part. Int.
a
Zusammenfassung C3: Partielle Ableitungen ouf Zc3
€02
Partielle Ableitung: £ TRd—> R
(%) = [t [F(X e 02) _ £02)] U
2XY oo X + cey)
_ T~
=% f&) = 3 f y T ea
Satz v. Schwarz: )f. DJ-F = 3\" BL' £ ) S 5z282f+(’)(52)\_- Fyt4 621, v%+ 6y?)
L ft e 02h )
-F r&d = 1 2
! — R, 9 —_ {3(5) 62'01f + 0(6?)
- - H f(ylvyz) 1 521’ 21 502
g LEG67) - 1= %R e @ |, SR
v'v%) (y'+ 62", 9%)
yl
- n d < A _
q: R — r, sl:rﬁ-%ﬁz‘? roj.'-TKn—ﬁRM
. . d : . .
Allgememe ) f" *(;)5 2 ‘["’ -C.. J/= L= .-, 0
Kettenregel: < = Z ———(i—L 23 ~ (s)
BXR J=l )5\‘ th =lean




Zusammenfassung: C4 Mehrdimensionale Integration (Kartesisch)

Integration in B

b o

fox fdg fomy = fin  §S T
e ¢ 5"/33-—):; g ¢

Fubini: Integrationsreihenfolge ist egal:

W gy X6
fdx dy -r(x,g) = fofj fo(y -F(x,«\j)
a  Y_(0 Yo X- ()

Fir das "innere" (zweite) Integral sind
die Grenzen abhangig von der "duBeren"

Analog in 3D: f dx Ay o ‘F()f,y,g) =

[a,blxlc,dlx e, f]

-F(xﬂ;jﬁl)

flxe.yer)

ci(x) 7/ — ©*
a_ ay
x
Q-%
D Aulg)
c—(x) & <.

b d £
Jar [ag [ae £0ry,35
Q c e

Z— Reihenfolge dieser Integrale ist beliebig




