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Aufgabe 1 Virialtheorem in der QM [5 Punkte]

In der klassischen Mechanik ist das Virialtheorem ein wichtiges Werkzeug, um auch fiir komplexe
Systeme Abschatzungen iiber die Anteile der mittleren kinetischen und potentiellen Energie zu
erhalten. Ein analoges Theorem existiert auch in der Quantenmechanik, welches wir nun zeigen
wollen. Betrachten Sie den Hamiltonoperator eines Teilchens in 3 Raumdimensionen im Potential
V(Z)
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Zeigen Sie im Heisenbergbild, dass im Allgemeinen

%@-@ = <Ii> —(&-VV (@) , (2)

m

gilt. Fiir welche Zustiande verschwindet die linke Seite, sodass sich ein Analogon zum klassischen
Virialtheorem ergibt?

Aufgabe 2 Harmonischer Oszillator [15 Punkte]

In der Vorlesung haben Sie den harmonischen Oszillator als Potentialproblem in der QM kennen-
gelernt, und die Eigenzustidnde |n) und Eigenenergien E, (n € Ng) abgeleitet. Hierbei sind
die Eigenzustinde durch die in der Vorlesung eingefiihrten Leiteroperatoren a,a' verkniipft:
a'ln) = vVn+1|n+1), aln) = y/n|n —1). Wir wollen dieses paradigmatische Modell und
seine Eigenschaften noch etwas weiter untersuchen.

(2.a) (3 Punkte) Bestimmen Sie das Unschirfeprodukt (Ax)?(Ap)? fiir allgemeine Energieeigen-
zustande |n). Betrachten Sie das Problem nun von der anderen Seite und verwenden Sie
die Unbestimmtheitsrelation (Ap)?(Az)? > 2 um zu zeigen, dass die niedrigste, mégliche

A

Energie £ = (H) durch Ey gegeben ist.

Die Energieeigenzustande |n) sind fiir die analytische Behandlung des harmonischen Oszillators
enorm wichtig. Experimentell sind hingegen die sogenannten kohdrenten Zustinde |a) haufig
relevant. Diese lassen sich, da die Leiteroperatoren nicht hermitesch sind, durch komplexe Eigen-
wertgleichungen (mit o € C) definieren:

ala)y =ala) und (ala’ = (a|a”. (3)
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(2.b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass mit dieser Definition die kohadrenten Zusténde das Unschérfe-
produkt fiir jeden Zustand |c) minimieren:

2

(A (apy =" 4)

Um unsere weiteren Untersuchungen zu vereinfachen, definieren wir den Verschiebeoperator
D(a) = e*®' =" (5)
(2.c) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass D(«a) die folgenden Eigenschaften erfiillt:

i D(a) ist unitar und Di(a) = D(—a),
i Di(0)aD(a) =a+ a.

(2.d) (2 Punkte) Zeigen Sie damit, dass die kohdrenten Zustdnde durch Anwenden des Verschie-
beoperators auf den Vakuumzustand erzeugt werden:

ja) = D(a)[0) . (6)

Hinweis: Beginnen Sie mit dem Ausdruck a.D(—«) |o) und nutzen Sie die in 2.c gezeigten
Eigenschaften.

(2.e) (4 Punkte) Bestimmen Sie jetzt die Darstellung von kohédrenten Zusténden in der Basis der

Energieeigenzustande
@) =D (nla)|n) . (7)

n

Bestimmen Sie dafiir die Matrixelemente (n|a) fiir alle n € Ny. Verwenden Sie ihr Ergebnis,
um die Wahrscheinlichkeit P(n) zu bestimmen, n € N, Energiequanten im koharenten
Zustand |a) zu finden. Benutzen Sie N = (a|N|a) um die Wahrscheinlichkeitsverteilung als
Funktion der mittleren Besetzungszahl N auszudriicken.

(2.f) (2 Punkte) Aus der Vorlesung kennen Sie bereits die Zeitabhangigkeit der Leiteroperatoren
im Heisenbergbild. Berechnen Sie damit die Zeitentwicklung des Ortserwartungswertes in

einem koharenten Zustand
(), () = (a]2(t)|a) . (8)

Aufgabe 3 Wellenmechanik und ein spezielles Potential [20 Punkte]

Der harmonische Oszillator ist durch ein Potential V() charakterisiert, fiir das sich die Eigenfunk-
tionen des zugehdrigen Hamiltonoperators in der Ortsdarstellung explizit konstruieren lassen. Wir
betrachten hier ein dhnliches Potential, welches sich jedoch, unter amderem, in einer wichtigen
Eigenschaft des zugehdrigen Spektrums unterscheidet, und dessen Eigenwertproblem sich dennoch
exakt losen lasst.

Gegeben sei der folgende Hamiltonoperator eines Teilchens der Masse M in einer Dimension, in

der Ortsdarstellung:
A2 A2
A P R p (0 /\()\ + 1)
H=—+V(2)= — = , 9
2M (#) 2M 2 cosh?(ax) ©)
wobei A € N eine positive, natiirliche Zahl ist und o, a € R. Wir wollen die Eigenfunktionen und
Eigenwerte dieses Hamiltonoperators bestimmen und Sie in Relation zu denen des harmonischen

Oszillators setzen.




(3.a)

(3.b)

(3.d)

(3.€)

(3 Punkte) Zeigen Sie zunichst, dass die stationdre Schrodingergleichung mit der Substitu-
tion u = tanh(ax) (u € [—1,1]) in folgende Form gebracht werden kann:
a’*h?

oM

(1 —u?) {(1 —u?)=— — QU% + a2h2>\(>\ + 1)} P(u) = Ev(u) . (10)

(2 Punkte) Bestimmen Sie o und E so, dass die transformierte, stationare Schrodingerglei-
chung in die Legendregleichung
0% o m?
2
(1—u )w_2u8_u+l(l+1)¢(u)_ 1_u21/1(u) =0, (11)

mit 0 < |m| <1 € Ny iberfiihrt wird.

(3 Punkte) In der Vorlesung werden die sogenannten Kugelflichenfunktionen Y, =
gi.m(0)e"™? noch eine wichtig Rolle spielen. Die Funktionen g; ,,,(¢) sind dabei die allgemeinen
Losungen der Differentialgleichung

dzgl m dgl m
sin® dﬁé + sin ¥ cos ¥ dz%‘ —m?gm(9) = —1(l + 1) sin® Ig; ., (I) , (12)

wobei wieder 0 < |m| < [ € Ng. Zeigen Sie, dass ¢, (u) mit der Substitution © = cos?
ebenfalls die Legendregleichung eq. 6st.

(4 Punkte) Betrachten Sie nun das I-te Legendrepolynom P,(u) welches durch die sogenannte
Rodrigues-Formel erzeugt wird:
1 d
P(u) = ﬂw(uz -1 (13)

Verwenden Sie die Leibniz-Regel fiir hohere Ableitungen des Produktes zweier Funktionen

f(u), g(u)

l

1 n £ J(l-n)
i (f(U)g(U)):Z(l)d S g (14)

dul n ) du® dull=m)

und zeigen Sie, dass P;(u) die Legendregleichung fiir m = 0 erfiillt. Hinweis: Betrachten sie

die (I + 1)-fache Ableitung der Funktion (u* — 1)L (u? — 1)".

(4 Punkte) Fiir den allgemeinen Fall m # 0 ist die Lsung von eq. gegeben durch die
zugeordneten Legendrepolynome

mj2 4™
du|m|

Pl,m<79) = (1 - u2>

By(0) . (15)

Berechnen Sie fiir A = 2 die explizite Darstellungen der 3 energetisch niedrigsten Eigenfunk-
tionen von H. Wie viele gebundene Zustande (solche mit £ < 0) gibt es?

(4 Punkte) Wir wollen nun H bei z = 0 durch einen einfacheren Hamiltonoperator ap-
proximieren. Entwickeln Sie dafiir V(x) in eine Taylorreihe bis zur zweiten Ordnung in z.
Vergleichen Sie die Energien der Eigenzustande des resultierenden Hamiltonoperators mit
denen, die Sie in 3.b) bestimmt haben. Was stellen Sie fest?
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