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Aufgabe 1 Operatoren auf dem L? [12 Punkte]

Der Raum der quadratintegrablen Funktionen iiber Q2 C R™ (n € N)

£2(9) = {f Q—cC ‘ | e < oo} (1)
bildet zusammen mit dem Skalarprodukt
(1) 2 £2(9) % £2(Q) —
fo— (flahi= [ F@gta)da 2)

den Hilbertraum L?(Q) der fiir die Darstellung von Wellenfunktionen unerlisslich ist. Da es sich
beim L?(2) um einen vollstindigen Vektorraum handelt, ist die Bra-Ket-Notation wieder extrem
praktisch, um komplizierte Ausdriicke kompakt darzustellen (wir haben sie bei der Definition des
Skalarproduktes (-|-) bereits verwendet). Im Folgenden wollen wir uns mit Operatoren und deren
Darstellungen auf dem L?(€2) am Beispiel des Impulsoperators p in einer Dimension vertraut machen
und betrachten dafiir den L*(Q) mit Q =R.

(1.a) (3 Punkte) Wir wollen zundchst die Darstellung des Impulsoperators in der Ortsdarstellung
zeigen, welche lhnen auf dem letzten Ubungszettel bereits begegnet ist. Hierfiir schreiben
wir formal die Wirkung des Impulsoperators auf einen allgemeinen Zustand |[¢) in der
Ortsdarstellung durch Einschieben zweier Identitaten [ dx |z) (x| aus:

ple) = / di / da’ |) (alpl’) (a'|4) | 3)

wobei die abstrakten Zustinde |z) Eigenzustidnde des Ortsoperators  sind, d.h. & |z) = z |x).
Die “Koeffizienten” ¢ (z') = (2'[1)) bezeichnen wir wieder als Wellenfunktion des Zustandes
|¢) in der Ortsdarstellung.

Zeigen Sie, dass die Wirkung des Impulsoperators in der Ortsdarstellung gegeben ist durch

(wlple?) = 526w~ ) @

wobei |p) die abstrakten Eigenzustinde von p sind.

Hinweis: Es gilt (x|p) = \/;The%m

(1.b) (3 Punkte) Zeigen Sie sowohl in der Orts- als auch der Impulsdarstellung, dass der Impuls-
operator hermitesch ist, also fiir zwei beliebige Zusténde [¢) , ) gilt

(Wlpw) = Ble) - (5)
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(1.c) (4 Punkte) Wir wollen nun die Darstellungen des Impulsoperators ausnutzen, um die
Erwartungswerte fiir spezielle Zustande auszurechnen. Betrachten Sie zwei Zustinde [1) , o),
welche in der Ortsdarstellung definiert sind durch:

1 22
() == P(x) = €22, mtoeRundo >0, (6)

2ro

5

™ mitkeR. (7)

(z]p) == p(x) = NorT

Berechnen Sie fiir beide Zustinde jeweils die Erwartungswerte (p),, (), (%), und (i?),,
wobei wir die Abkiirzung (OA>5 — (€|0|€) verwendet haben und [€) € {[4),|p)}.

(1.d) (2 Punkte) Verwenden Sie ihre Ergebnisse, um fiir beide Zustiande jeweils die “mittlere

Streuung”
Awg =/ (i%); — (&) und  Ape = /(%) — (B¢ (8)

auszurechnen. Interpretieren Sie die Ergebnisse unter dem Aspekt, dass fiir ein Teilchen,
welches durch den Zustand |£) beschrieben wird

1. | (x[€) |* die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte dieses Teilchen ist,
2. | (p|¢) |* die Impulswahrscheinlichkeitsdichte dieses Teilchens ist.

Aufgabe 2 Lineare Algebra [8 Punkte]

In der Quantenmechanik werden wir nicht nur mit der Darstellung der Wirkung von Operatoren auf
Zustande arbeiten. Es ist genauso niitzlich, die (differentiellen) Beziehungen zwischen Operatoren
untereinander auszunutzen. Dafiir beweisen wir im Folgenden einige sehr wichtige Beziehungen.

(2.2) (2 Punkte) Betrachten Sie eine polynomielle Funktion F(B) eines linearen Operators B.
Wir definieren die Ableitung von F' nach B durch die Beziehung

d% (B)* = k(B)*"' | fiir k € N. (9)

Zeigen Sie damit, dass fiir lineare Operatoren A, B mit [[A, B], B] = 0 gilt:

A, F(B)] = [A, B)*~ . (10)

(2.b) (2 Punkte) Die Ableitung eines linearen Operators A(t), der von einem reellen Parameter

t € R abhangt, ist definiert durch ‘2—? — lim AGHAO-AW g gilt insbesondere fiir zwei

~ ~ At—0 At
Operatoren A(t), B(t):
dA+B) dA dB d(AB)  dA . . dB
dt i ta v T T PO AN (11)
Bestimmen Sie damit fiir Operatoren A, B die Ableitungen
d .4 d (44 tB)
7° und o (e e . (12)



Die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

eABe A = B+ [A,B] + [A,[A[A, B)]] +--- (13)

mit linearen Operatoren /1, B ist besonders wichtig bei der Arbeit mit unitdren Transformationen.

Wir wollen sie Stiick fiir Stiick zeigen.

(2.c) (4 Punkte) Betrachten Sie zunachst fiir ¢ € R den Operator
B(t) = e Be~t4 (14)
und zeigen Sie, dass dieser folgender Beziehung geniigt:

A, B = S5 (15)

Benutzen Sie diese Relation und zeigen Sie, dass B(t) mit B(0) = B die folgende Integral-
gleichung lost

~

t
B(t)=B +/ dt[A, B(t)] . (16)
0
Nun definieren wir den n € N-fachen Kommutator [A, B],, durch
(A, B), .= [A,[A,B],_1], mit [A B, =[A, B]. (17)

Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass die rekursive Folge

7fn—&—l

(n+1)!

~ A

Bpi1(t) = B,(t) +

[Av B]n+1 (18)

fiir B(t) = lim B, ebenfalls eq. 1) lost. Wie folgt daraus die Baker-Campbell-Hausdorff-
n—oo
Formel?
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