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Aufgabe 1 Gesamtdrehimpuls eines Elektrons [12 Punkte]

In der Vorlesung haben Sie gelernt, dass ein Teilchen in einem Zentralpotential unter anderem
durch seinen (Bahn-)Drehimpuls charakterisiert ist. Eine weitere wichtige GréBe, um ein Teilchen
zu beschreiben, ist sein Spin. In dieser Aufgabe wollen wir diese beiden Konzepte zusammenfiihren
und verstehen, wie sich der Gesamtdrehimpuls eines Teilchens mit Spin % und Bahndrehimpuls [
beschreiben l3sst. Sie kénnen hierbei zum Beispiel an das Elektron im Wasserstoffatom denken. Wir
betrachten dazu den Gesamtdrehimpulsoperator J = L+S, wobei L der (Bahn-)Drehimpulsoperator
und S der Spinoperator ist. Wie Sie bereits wissen, ist die mathematische Struktur, um die Addition
von Drehimpulsen in der Quantenmechanik zu beschreiben, das Tensorprodukt. Eine mogliche
Basis, um den Gesamtdrehimpuls unseres Elektrons zu beschreiben ist die Produktbasis, in der die
Basiszustinde des Hilbertraums H; = H; ® Hg die Form
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haben, mitl € No, m; = 1,1—1,...,—, ms, = i%.ﬂWir werden nun eine Basis von H ; konstruieren,
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die aus gemeinsamen Eigenzustanden von J und J, bestehen. Diese Zustiande bezeichnen wir mit
|7;m;), wobei

a2 . iy . 2. .
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(1.a) (1 Punkt) Geben Sie (ohne weitere Rechnung) die méglichen Werte fiir j (wobei j(j + 1)

. A2, . . .
Eigenwert von J ist) und die magnetische Quantenzahl m; an, wenn nur bekannt ist, dass

das Teilchen Spin % hat.

Fiir ein gegebenes j bilden diese Zustande eine Basis des Raums #;, der alle Zustande mit
Gesamtdrehimpuls j enthalt.

(1.b) (3 Punkte) Bestimmen Sie fiir ein Elektron mit Bahndrehimpuls I = 1 die resultierenden
Gesamt-Drehimpuls-Eigenzustande |j; m;) ausgedriickt in der Produktbasis. Uberlegen Sie
sich dafiir, wie der Absteigeoperator J_ = L_+ S_ auf den Zustand |7;m;) und auf einen
der Produktzustande wirkt.

Wir wollen nun fiir beliebiges (aber fixes) [ die resultierenden Zustinde verstehen. Wir konzentrieren
uns zunachst auf die Zustande mit maximalen j.

LWir setzen der Einfachheit halber i = 1.
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(1.c) (3 Punkte) Zeigen Sie durch Anwendung des Absteigeoperators und einen rekursiven Beweis,
dass fiir die Basiszustande des Hilbertraums H; mit maximalem j gilt

: 1 : :
|]§mj> = \/_2—] (\/] +mj |l71/2;mj - 1/271/2> + VJ] — 1y ’lvl/z;mj + 1/27_1/2>>(3)
Hinweis: j(j + 1) — mj(m; — 1) = (j + m;)(j —m; + 1)

(1.d) (4 Punkte) Finden Sie nun fiir den zweitgréBten Wert von j eine Basis von H;. Versuchen Sie
dazu, die allgemeine Form der Zustande dhnlich zu Gl. zu finden. Fihren Sie anschlieBend
einen dhnlichen Rekursionsbeweis wie in Teil (1.c). Setzen Sie dieses Verfahren so lange fort,
bis Sie das minimale j erreicht haben.

(1.e) (1 Punkt) Die Zustinde |1, 1;m;, m,) lassen sich als zwei-komponentige Spinoren schreiben:ﬂ

m 1
Vr1/20my,+1/2(1) = Ry (r)Y,™ (0, @) ( 0 ) (4)
m 0
Vr1/20my,-172(1) = Ry ()Y, (0, @) ( 1 ) : (5)
Driicken Sie die Zustande |j;m;) analog durch zwei-komponentige Spinoren aus.

Aufgabe 2 Darstellung von Symmetrietransformationen [8 Punkte]

Sie haben bereits die Darstellung von Rotationen aus infinitesimalen Drehungen in der Ortsdarstellung
kennengelernt. Wir wollen noch einen anderen Zugang zur Darstellung von Symmetrieoperationen
betrachten, hier noch einmal am Beispiel von Drehungen.

(2.a) (1 Punkt) In der QM werden Symmetrietransformationen durch unitire Operatoren U
dargestellt. Machen Sie fiir die Darstellung einer Symmetrietransformation den Ansatz
U = e¥¢ (mit einem ¥ € R) und zeigen Sie, dass G ein hermitescher Operator ist, welcher
aus der Ableitung bei ¥ = 0 bestimmt werden kann:

A~
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Symmetrientransformationen bilden in der Regel Gruppen G = {g1, g2, - - } mit verschiedenen
Gruppenelementen g; und der Gruppenverkniipfung o so, dass

9 gk €EG=giogh €G . (7)

Die Drehungen im R? bilden die spezielle orthogonale Gruppe SO(3), deren Gruppenelemente g,, »
durch Rotationen um eine Drehachse n € R® (Jn| = 1) und einen Winkel 9 charakterisiert werden
konnen. Wir wollen nun Darstellungen dieser Gruppe auf Hilbertraumen in Form von unitdren
Operatoren U(g,.4) = ¢“=7 konstruieren. Es seien ge,,» Drehungen um die Koordinatenachsen

o = x,y, z und wir machen fiir die Darstellungen den Ansatz U(ggaﬂg) = V0

2Dabei ist k eine weitere Quantenzahl, die uns hier nicht weiter zu interessieren braucht.



(2.b) (3 Punkte) Zeigen Sie die Lie-Formel

n—o0

o WaCat9sGs) _ Jim [el%ﬂaaelgaﬁ] ' (8)
Verwenden Sie die Eigenschaft der Darstellung einer Gruppe auf einem linearen Raum
U(g; o gx) = U(g;)U(g8) (9)

und begriinden Sie damit, warum ¢! Za YaC Go fiir geeignete v, ebenfalls eine Darstellung einer
Drehung ist und geben Sie (ohne Beweis) an, um welche Drehung es sich handelt. Hinweis:
Verwenden Sie log(U*) = 21og(U) und nehmen Sie an, dass log(e”) = U eindeutig ist.

(4 Punkte) Zeigen Sie nun exemplarisch, dass die Operatoren G, die Drehimpulsalge-
bra: [Ga, Gs] = iy, 271G, erfiillen. Betrachten Sie dafiir den Fall von hintereinander
ausgefiihrten Drehungen

U(an,—ﬁ O YJeg,p © gga,ﬁ) = ﬁ(gﬂ,w) = et (10)

Bestimmen Sie zunachst die Drehachse n fiir den Fall o =z und = z. Arbeiten Sie dann
im Limes infinitesimaler Drehungen und zeigen Sie, dass [G., G,] = iG,,.
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