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Aufgabe 1: Ising Modell, kanonisches Ensemble

a) Wir haben verschiedene Losungswege.

1. Induktion Wir haben fiir zwei Teilchen,

Zy = Z efisise = z:(eﬁ‘]s1 + e Pisry = 2(eP 4 e7PT) = 2. 2cosh(BJ).

51,52 S1
Fiir den Induktionsschritt

ZN+1 — Z 65-](8182+~~-+3NSN+1)

815--3SN+1
— E eﬂj(sl52+~»-+5N—15N)6,5-]5N5N+1
81,-+3SN+41
Zeile % — Z [eﬁ‘](8182+..‘+81\/7181\7)65J8N3N+1‘SN:+1+65](51S2+-~+SN—1SN)eﬁJSNSN+1|SN:_1]

81,.-.8N—1,SN+1
N1

+-Terme = Z |:<eﬁe](8182+...+SN—1SN)|SN:+1+eBJ(slsQ-‘r.“—‘rsN,lsN)‘SN:il)eﬂJ3N+]

81,.-.SN—1,SN+1

+ (eBJ($152+-~+SN—1SN)‘S 1+ eBJ(SISQ"F-uJFsN—lSN)‘S Jr1)6—5JSN+1
N=— N=

N2
_ eﬁJ(5132+~~~+5N7181\7)‘szv:ileﬁ‘]sz\wl _ eﬁJ(5152+~~+3N—15N)|SN:+le*ﬁJSN+1 )
-N1 -N2
Die erste zwei Zeilen der letzten Gleichung sind laut Induktionsannhame > Zy(ePTsn+1yp

SN+1
e~PJsn+1) withrend die letzte Zeile (Summe iiber —N1— N2) ist nach eine Transforma-
tion der Summationsvariabel sy41 — —sny+1 genau die “Zeile *”, also gleich Zny.
Insgesamt haben wir

Iy =Y Z(ePsve ey = 7y cosh(B]) = 2(2cosh(8.)) .

SN+1

2. Rekursion. Wir haben:
Zn = Z eﬁv](8152+---+SN—1SN)

51,.05N

— Z (eﬁJSQ _;’_e*ﬁJsz)eﬁJ(stng...JrsN,lsN)
52, 05N

= Z 2cosh(ﬁJsz)eBJ(s"’s?’Jr"'+SN*15N)
52,05N

Zn-1(2cosh(BJs1))n_q -

wo mit (-), Erwartungswert bei einer offenen N-teiligen Kette gemeint ist und im
letzten Schritt (s2,...,sn5) — (S1,...,Sy—1) umbenannt wurde. Wir rechnen rekursiv



weiter indem wir Summationen explizit angeben:

ZN_1 <2 Cosh(ﬁjsl)>N71 =92 Z Cosh(ﬁjsl)eﬁJ(s1sz+...+3N—zsN—1)

8153 SN—1

= 2cosh(5J) Z 2cosh(ﬁJSQ)eﬁJ(SQSSJ“"+5N*25N*1)

= 2cosh(BJ)Zn—_2 (2cosh(BJs1)) y_o
= (2cosh(B)N 737, (2cosh(BTs1)),

wo wir von der zweiten zur dritten Zeile wieder (so,...,sny-1) — (81,...,Sn—2) umbe-
nannt haben. Zuletzt rechnen wir

o <2 COSh(,@JS1)>2 = Z 2COSh(,8J51)eﬁJsls2 = z:2(3081'1(ﬂ,]31)(eﬁ‘]‘91 + efﬁ']sl)

51,52 51

=) (2cosh(8.Js1))* = 2(2cosh(B.]))*.

S1

Substitution liefert
Zn = 2(2cosh(BJ))N 1.

b) (Korrigierte Losung.)! Wir haben zwei Fiille:

Fall 1: j=1,N.
Wir beweisen die folgende algemeinere Gleichung per Rekursion?:

(f(s1))y =0, f(z) ungerade Funktion. (1)

Hier ist mit (-) ; Erwartungswert bei einer offenen N-teiligen Kette gemeint. Die Glei-
chung zeigt insbesondere, dass (s1), =0 3.
Beweiss. Es gilt:

Zy (f(s1))y = Z f(sl)eBJslsz — Zf(sl)(eﬁJsl + e—,@Js1) —=0.

$1,82 S1

Rekursions-Schritt:

N-1
In(fsi))y = Y [fls1)exp [BJ > 3k5k+1}
S1 k=1

..... SN
N-1
= f(1) Z (P52 — e=BI52) exp [BJ Z s;cs;m}
82,...,8N k=2
N—-2

= f(1) Z (eBJsl _ e_ﬁJ‘Sl) exp [BJ Z Sksk+1:|

S81,...3SN—1 k=1

= f(1)Zn—1 (2sinh(BJs1)) 4

wo wir (s2,...,8n) + (81,...,Sn—1) umbenannt haben. Da, sinh(z) ungerade ist, haben
wir durch Rekursion

(o = T2

—N(Q sinh(BJ))N 3 - Z, (sinh(s;)), = 0,

und die Gleichung (1) ist bewiesen.

1Vielen Dank an J.K. fiirs Bemerken.

2Man kann analog zur Rekursionslésung fiir 1a), auch beweisen, dass (f(s1))y = f(1) fiir gerade Funktion f.
3Per Symmetrie, (oder Umbenennung) gilt auch (f(sn))y = 0.



Fall 2: 1< j < N:
Wir fixieren hilfreiche Notation. Sei I, = {1,...,n} und I, ) = I, \ 0, 0 C I,
eine Untermenge. Z.B. I, (2}) = {1,3,4,...,n} usw. Dann schreiben wir Summationen
explizit hin, und wir beginnen in der j-te Position:

Zn(sj) = E 5j €Xp [ﬁJ E Sk8k+1:|
SiiE€EIN keln_1
= E (eﬁf(sj—ﬂrsjﬂ) _ e*ﬂJ(Sj—ﬁSjJrl)) - exp {gj E SkskJrl}
53, 91€1(N, (5} k€lin—1,15-1.41

Wir kénnen jetzt Summationen iiber Paare (j — 1,5 + 1) und weitere Paare explizit
angeben
Zy () = Z [(ezm 72T BI (si-ksina) | (m28T _ 287)o=BT(si-2+s5542)

si €N {j—1,....54+1})

+(€® —e%)e + (e — eo)e‘"} - exp [BJ Z 3k3k+1]

kel(N-1,{j-2,....j+1})

= 2sinh(25J) Z (P (si-2¥si42) _ o=BI(si-2F8542)) . oxp [ﬁJ Z Sk8k+1:|

8 €N {j-1,....541}) kelin-1,(-2...5+1})
= (2sinh(26J))? E (B (si-stsiva) _ o=BI(siaFsi43)) . oxp [ﬂJ E 5k5k+1]
$it€I(N {j-2,....542}) kEI(N_1,{j—3,....j+2})

In der ersten Zeile dieser Gleichung stehen 4 Terme, die genau zu den Konfigurationen
(sj—1,8541) € {(+1,+1), (=1,-1), (+1,-1), (—=1,41)} gehoren. Die Konfigurationen
(£1,F1) tragen nicht bei. Jeder weiterer Schritt ergibt ein Faktor 2sinh(28.J).

Wir koénnen jetzt (oBdA) annehmen, dass j niher zur Position 1 als zur Position N
ist, also dass 1 < j < N/2. Dann summieren wir explizit einschlieflich bis zum Paar
(52, 82;—2), und die “kleine” Positionen 1,2, ... tauchen nicht mehr im Boltzmann-Faktor

auf:
N-1
ZN <8j> = (2 Slnh(2/3J)>‘7_2 Z (eﬂJ(sl"l‘SZj—l) _ e_ﬁ‘](‘91+82j—1)) - exp I:/BJ Z S}i)sk?-‘rl:|
51,825 —15:+38SN k=2j—1
=(2 sinh(?ﬂg]))j*2 Z [(ezﬂ‘] - efzﬁ‘])eﬁ‘]”j + (672’8‘] — 62’8‘])675]82"
8255+ SN
N-1
+ (¥ —eMe + (¥ — eo)e'”} - exp [BJ Z 5k3k+1:|
k=2j

In der zweiten Zeile haben wir die letzte doppelte Summation {iber (s1, s9;—1) explizit an-
gegeben, und die 4 Terme korrespondieren zu den Konfigurationen {(+1, £1), (+1,F1)}.

Es bleibt nach eine Umbenennung (sa;,...,sn5) — (51,...,58v—-2j+1)
A N-1
Zy (sj) = (2sinh(287))7 Z (e7752 — e7P7%2) . exp {@] Z 5k5k+1}
825,53 SN k:2]
N—2j
= (2sinh(26J)) 1 Z (ePTsr — =PIy exp [ﬁJ Z S]{;Sk;+1:|
81,-+3SN—25+41 k=1
= (2sinh(28J)) "1 Zn_g;41 (2 sinh(8Js1)) y_aj11
= O7

wo wir die Gleichung (1) benutzt haben.



¢) Wir schreiben wieder Summationen explizit hin, und beginnen von links (s1);

Zn (sisj) = Z 5i8; - €Xp { Z szsul}

sk,k€IN LeIn 1
= E sisj(eﬁ‘]s2 + 6_5J52) - exp [ Z 858[+1:|
Sk,kEI(N {11) el(N-1,01))
= (7 + e P g si55(eP7% e PIsay exp [ Z szsul}
Sk, kEI(N, {1,2}) Cel(N-1,{1,2))

also werden bei jedem Schritt zwischen Positionen 1 und i Faktoren (e +e=#/) = 2 cosh(5.J)
erzeugt. Nach ¢ — 1 Schritte haben wir:

Zn (sis;) = (2cosh(BJ))" 2 Z si55(eP7% 4 e7PT%) Lexp { Z szsul}

Sk, k€N {1,...,i—1}) LEI(N-1,{1,...,i-1})
= (2cosh(8J))""! Z sj(ePTsirn — 7Py exp { Z Se$z+1]
sk.k€I(N {1,...i}) LEl(N_1,{1,....i})
= (2cosh(B.J))" 1 (2sinh(B.J)) Z sj(ePTsirr — emBTsiv2) Loxp [ Z 8@5@+1:|.
sk.k€I(N {1,...i41}) LEI(N-1,{1,....i+1})

Fiir jede explizite Summation zwischen ¢ und j wird also ein Faktor 2sinh(8J) erzeugt.
j — i — 1 Schritte weiter (also bis Position j — 1) haben wir

Zn (sis;) = (2cosh(BJ))" " (2sinh(B8J)) "1 Z sj(eP75 —e7PT%5) exp [ Z 8[8@+1}

Sk k€N {1,...5-1}) LEI(N-1,{1,....j-1})
= (2cosh(B3.J))" "1 (2sinh(B.J)) 7" Z (ePTsit1 - emPIsitn) exp [ Z szsul]
skyk€I(N {1,...,5}) Lelin_1,{1,...5})
= (2cosh(BJ))*(2sinh(B.J))7 " Z (ePTsir2 4 emPIsiv2) L exp [ Z szswl}
skREl(N {1,....5+1)) tel(N—1,{1,....541})

also zwischen Positionen j und N werden fiir jede explizite Summation Faktoren von cosh(3.J)
erzeugt. Schreiben wir noch alle Summationen bis sy explizit hin, bleibt dann noch:

(sisj) = ZL(Q cosh(ﬁJ))NH*j*l(Q sinh(ﬁJ))j*i = tanh(ﬂJ)j*i
N

Aufgabe 9.2: Dipole

a) Wir haben H; = L = (Do Pad® — L)|p _ o1, woa=1,23,¢,6. Wir haben
a= gz

pi = m(F)Z, Py = 16, D = I sin? 9(;5
also ist )
- 2
p
N N ) ¢

— — % — € cosh.
om "2 " 2rsm?e M

H,
und H =N H,.
b) Da es keine Wechselwirkung gibt, gilt wie im Blatt 8, dass

z{



Wir rechnen:
27
(27h)® / d3r / de/ d¢ d3p /dpe/d%e 8 2m+ﬂ+2hng ugcosg)
R3 RS
=271'V/ dﬁeﬁ“gcosg/ d?’pefﬂﬁ/ dpeeiﬁﬁ/dptz,e_ﬁm
0 R3 R R

2mTm - )
( )3/2 27l 27l sin® 0
A 8 B

m3/2 7
/35/2 / dé sin aeﬂﬂg cos 0

= @2n)2rve

= (2 )7/2IV dy €Y

55/2 ﬁ/ﬂf —BuE
= 2m3/2(27TkT)7/2% sinh(Bu&)

also haben wir, dass

1 [ 2m3/? - N
— /2L
ZN i ((27Th) (2mkT) smh(ﬁug))
¢) Wir haben
OF 0 NEkT
p=(5v),, = (ov), sz =55
und

U= —85 log ZN

— —05(Nlog 23)

= —Nog[ - %10g6 + log (sinh(BuE))]
7
= 5 NKT — Np& coth(£).
Im Limes T — oo ist coth(z) = L + ... (# < 1), und wir erhalten U ~ 2 NkT wie erwartet.

d) Wir bemerken, dass

Mz

P = (pcosb;)
i=1
1 1 al
:EW/(E exp(— ;,ucose
1 1 0
= Zy NI(2rh)sN / dr 5 (as) exp(=fH)
0
= kT log Zn.
(ag) OB AN
also ist
0 .
P = NET % (—logé’—l—logsmh(ﬂué’))
= AR + Npcoth(£5 )
&
Fiir den Grenzfall £ > ’%T haben wir coth(z) = zjfz:j — % =1 fiir z > 1. Also gilt
NkT
PZ—?—FNM:N,U( ’;g)

und die Skizze Fiir den Grenzfill £ < % berechnen wir die Laurent-Reihe von P zur
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Abbildung 1: £ =1

fithrende Ordnung;:

2 2
coth(z) = Lt = LA — L(141/22° 4. )(1-1/62°+...) = L+ L2+ 0(2?),
also haben wir

~ ET | p€ _ kKT _ 3Nu’€
P—N/‘(;Ls‘*‘sw us)— kT

und die Skizze

Ny

04}
0.3f
0.2f
0.1
- KT
0.2 0.4 0.6 08 10 p

Abbildung 2: £ =0.1

Aufgabe 3: Aquipartitionstheorem

a) Aussage: fiir ein System mit allgemeine Koordinaten ¢; und zugehérige Momente p; und
Hamilton-Funktion H(g;,p;), gilt

OH

<x2£> = (57;j]€T, Ti = q; oder Di-
J

Eine nttige Annahme im Fall des kanonischen Ensembles ist dass der Randbeitrag im Phasen
Raum I Null ist: z;e=#H @)

or = 0-

b) Wir miissen in alle Beispiele die Energie (H) in der Form des Theorems bringen. Da Erwar-
tungswerte linear sind, gilt (H) = (N - Hy) = N (H;) in jedem der Beispiele (i)—(iii), also
betrachten wir jeweils nur die 1-Teilchen Systeme (und mit p; ist jetzt die i-te Komponente
von j gemeint).



(i) Da xa%x” = nz", haben wir dass

3 3
_ pi+pi+pi qb 1 p+p+p 1708 ¢° _ (1 P
Hy=PEpti 4 =3 [pigs; (P55 3)}+a¢@a—(52p@+
i=1 i=1
also ist
3
1 1 —
Hy) =3 (kT) + 3kT = 2kT.
=1

(ii) Wir haben

RABAYR NS 0 /2 o) = Sy 0
Hy=c\[p}+03 413 = c— s = > i (e\/ P} +P3 +03) = D pige-Hi,
i=1

p1tp3+p3s 4

also ist
3

(Hy) = (kT) = 3kT.

i=1

(i) Da 52-(3,¢7)™? = mg; (2, a)™/*7", gilt

i=1 i=1
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also ist

Bei Fragen E-Mail an tabler.alexander@physik.uni-muenchen.de



