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Aufgabe 1: Ising Modell, kanonisches Ensemble
a) Wir benutzen Induktion. Wir haben fiir zwei Teilchen,
Ty = Z eBisise _ Z(eBJsl + e—ﬂjsl) — Q(eBJ + e—ﬂj) =2-2cosh(3J).
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Die erste zwei Zeilen der letzten Gleichung sind laut Induktionsannhame Zn(ePIsn+iy

SN+1
e~BJsn+1) wihrend die letzte Zeile (Summe iiber —N1 — N2) ist nach eine Transformation
der Summationsvariabel syy1 — —sy4+1 genau die “Zeile *”, also gleich Zy 1. Insgesamt
haben wir

ZNy1 = Z ZTN(eB‘]SNJrl + e PIsn+1) = 7z cosh(BJ) = 2(2cosh(BJ))N.

SN+1

b) Wir fixieren hilfreiche Notation. Sei I,, = {1,...,n} und I, o) = I, \ 0, 0 C I, eine
Untermenge. Z.B. I, (2}) = {1,3,4,...,n} usw. Dann schreiben wir Summationen explizit
hin, und wir beginnen in der j-te Position:
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Wir bemerken, jede explizite Summation gibt einfach ein Faktor (e?’ —e=#7) und versetzt

die Indizes im mittleren Faktor (e/75¢ —e=A75¢): im ersten Term ‘steigt’ der Index (Richtung
rechts auf die Kette), wihrend im zweiten sinkt der Index (Richtung links auf die Kette).
Nach N — j — 1 Schritte fiir den ersten Term und j — 2 Schritte fiir den zweiten Term haben
wir
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Da
I(N,{j,“.,Nfl}) = {17 cee 7j - 17 N}7 I(Nfl,{j,.“,Nfl}) = {17 cee 7j - 1}
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gilt, ist die Summation iiber sy im ersten Term, sowie die Summation iiber s; im zweiten

erm unabhingig von den Rest der Summationen. Wegen der Symmetrie bel s; —s1 un
T bh den Rest der S t W der S: trie b — d
sy — —sy gilt dann
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¢) Wir schreiben wieder Summationen explizit hin, und beginnen von links (s1);

Zn (sis;) = Z 5i5;j - €xp { Z S¢8g+1:|
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also werden bei jedem Schritt zwischen Positionen 1 und i Faktoren (7 +e=#/) = 2 cosh(5.J)
erzeugt. Nach ¢ — 1 Schritte haben wir:
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Fiir jede explizite Summation zwischen ¢ und j wird also ein Faktor 2sinh(SJ) erzeugt.
j — ¢ — 1 Schritte weiter (also bis Position j — 1) haben wir

Zn (sis;) = (2cosh(BJ))" " (2sinh(B.)) Z sj(e?75 — e PT%) exp [ Z Sese+1}
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also zwischen Positionen j und N werden fiir jede explizite Summation Faktoren von cosh(3.J)
erzeugt. Schreiben wir noch alle Summationen bis sy explizit hin, bleibt dann noch:

(s085) = 5 (2cosh(8.7)) " +9! (25inh(5.1))7~* = tanh(5.7)'
N

Aufgabe 2: Dipole

a) Wir haben H; = L= (>, Pad® — L)‘p _ o, woa=1,23 ¢ 0. Wir haben
o=

pi = m(F);, pe = 10, py = Isin® 0

also ist )
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— pu€ cosb.
und H = Zfil H.
b) Da es keine Wechselwirkung gibt, gilt wie im Blatt 8, dass
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Wir rechnen:
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also haben wir, dass
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= —N0s[ — Llog B+ log (sinh(BuE))]
= gNkT — Nué& coth(Bu).



d) Wir bemerken, dass
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also ist o
P = NET (—log & + log sinh(BuE))
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Fiir den Grenzfill £ > 1 haben wir coth(z) = &+¢

er —e—T

— Z—z =1 fir x > 1. Also gilt
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und die Skizze
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Fiir den Grenzfill £ < 1 berechnen wir die Laurent-Reihe von P zur fiihrende Ordnung;:

EQ 172
coth(z) = $Hfmmt= = LI — L(141/222 4. )(1-1/62% +..) = L+ 124+ 0@?),

also haben wir
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Aufgabe 3: Aquipartitionstheorem

a) Aussage: fiir ein System mit allgemeine Koordinaten ¢; und zugehérige Momente p; und

Hamilton-Funktion H(g;,p;), gilt
H
<IE72$J> = (SijkT, Ty = (q; oder Di-

FEine notige Annahme im Fall des kanonischen Ensembles ist dass der Randbeitrag im Phasen
Raum I" Null ist: z;e#H# (@) or =0

b) Wir miissen in alle Beispiele die Energie (H) in der Form des Theorems bringen. Da Erwar-
tungswerte linear sind, gilt (H) = (N - H1) = N (H;) in jedem der Beispiele (i)—(iii), also
betrachten wir jeweils nur die 1-Teilchen Systeme (und mit p; ist jetzt die i-te Komponente
von p’ gemeint).

(i) Da 222" = nz", haben wir dass
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(ii) Wir haben
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also ist
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(iii) Da 57~ (3, 47)™? = mq; (3, ¢7)™/*7", gilt
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also ist
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