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Aufgabe 1: Zustandsgleichungen

Gegeben sei ein System mit bekannten Zustandsgleichungen p und U.

a) Wir schreiben X (T,V) = ( ) dT + ( ) dV fiir X = U,p,S. Das Ergebnis folgt aus

1HS + Koeﬂizientenverglelch

b) Aus der zweiten Gl. von 1a) folgt (g—g)T =T (@) —p. Die freie Energie F(T,V)=U-T5S

ergibt dFF = —SdT — pdV = <8‘9‘f—§T) = (67‘2781:\‘/) = (‘%)V = (%)T. Kombination
der beiden Resultaten liefert das Ergebnis.

¢) Wir berechnen die rechte Seite der Gl. aus 1b): Ideale Gas: p = M - (3U)T =0, also

v
U=U0().
Photonengas: 2 = "TTs = (g—g) =T?0T?, also U(T,V) = oT*V.
Van-der Waals Gas: p = N—’fT — 7z und so (BU) T— — M + 3% = 77, also U(T, V) ~
~&.

Aufgabe 2: Joule-Thomson Effekt

a)

oBdA: p; > ps. Eine Menge von Gas hat Volumen V; bei p = p;, und nach der Dursch-
strémung__Volumen V5 bei p = ps. Die durch die Kolben getriebene Arbeit: W = p1 V) — poVs.
Da die ZA adiabatisch ist, gilt Uy — Uy =W = Uy + p1V; = Us + po Vs also Hy = Hs.

Wir haben dF = dU-T'dS—SdT = —SdT —pdV, also fiir G(T, p) miissen wir noch in p <+ V
Legendre transformieren: G = F — ( ) V =F+pV = dG = Vdp— SdT. Die Maxwell-

Relation folgt aus Symmetrie der Ableitungen: (%) = (%) = (%)p = (gi )

Die Kurve wird offentsichtlich durch die Gl. uyr = (%)H = 0 definiert. Nehmen wir

(p, T, H) als drei paarweise unabhéingige Variablen, dann folgt aus Blatt 1: (%) o (%)p (@)

-1 = (%)H = ((%I;) /(g—l;)p). Unter Beriicksichtigung von dH = dU + pdV +

Vdp = TdS + Vdp und S = S(T,p) ist dann die Kurve: — ((%)T/(%)P) =0 =

— 2T = (). Zusammen mit 2b) gilt fiir die Kurve: T' (B—V) -V=0
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d) Wir haben p = 7= — % und somit (a—T)p = - ((a—g)v/ <%>T> i

Kurvengleichung ist dann 85 = #LL — 26— RT(V —b) = RTV - 22020 — 73 =

% (1- %)2. Fiir den Inversionsdruck 16sen wir nach V: V; = ﬁ = Vi—b= "2
‘ - %a 1- 2a
. RTi(lf Rb:i X ~ = 1— Tl 2
und ersetzen in VAW ZGl: p; = ——==— — (1 - B2 oder p; = T, \/T/Q/ —(1-
2a )

T;/2)* = —3T; + 2/ 2T; — 1 wo p; = p;b*/a und T; = bRT;/a.

Aufgabe 3: Legendre Transformation

a) Wir berechnen die Ableitung von f*: f*(p) = pz(p) — f(z(p)) = (f*)(p) = =(p) +
pa’ (p)— f'(z(p))2' (p) = z(p) + (p— f'(x(p))) 2’ (p) = x(p) wo im letzten Schritt die Gleichung
f'(x) = p < z(p) = (f)Y(p) benutzt wurde. Eine weitere LT ist dann f**(y) = [yp —
F @iy w=y = v pW) = (W) =vy-p@) = [pW) - 2(py) - f(z(p(y)))]. Hier p(y)
ist durch Invertierung der Gl. (f*)'(p) = y definiert, und im letzten Schritt haben wir die

Definition von f* benutzt. Dann ist f**(y) = p(y) [y — x(p(y))] + f(x(p(y))) = f(y), da
durch unsere ersten Rechnung gilt, dass p(y) und z(p) inverse Funktionen sind.

b) Laut Definition gilt, dass f*(p) > (x,p) — f(x) fiir alle z. Dann haben wir fiir A € [0, 1], dass
A (1) +(L=A)f*(p2) = Mz, p1) = Af (@) + (1= A)(z, p2) — (1= A) f(z) = (zAp1+ (1 —A)p2) —

f(z) fiir alle z. Ubergang zum Supremum liefert Af*(p1)+(1—\)f*(p2) > f*(Ap1+(1=A)p2).

¢) Nehmen wir ay + a2 = 1, dann haben wir, dass Zle a;[{p, zi) — f(zi,y:)] = (p, 2?21 ;L) —
Z?:ﬂ%f(l’i, i)l < (p, 2?21 iT;) — f(Z?:l O, Z?:l aiy)] < f*(p, Zle a;y;) wo die er-

ste Ungleichung von Konvexitét von f folgt, und die zweite Ungleichung wieder aus der Defini-
tion folgt. Ubergang zum Supremum iiber z1, 25 ergibt dann 2?21 a; f*(p,yi) < f*(p, Z?Zl ;Y;)-

d) Geometrische Darstellung:

Wie Ecken und Geradenstiicke transformieren:

Geradenstiick — Ecke

T i) z Po p
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