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Aufgabe 1: Ising Modell, kanonisches Ensemble

Betrachten Sie ein Kette von N Spins (magnetischen Momenten), wobei die einzelnen Spins jeweils
mit ihrem néchten Nachbarn wechselwirken.

N-1
H=-J Z SiSi+1, S; — :|:17
i=1

J ist eine Kopplungskonstante.

a) Berechnen Sie die kanonische Zustandssumme. Gehen Sie hierbei rekursiv vor. Das Ergebnis
ist

Z =2(2cosh BJ)N 1.

b) Zeigen Sie (s;) = 0 fiir alle j’s.
Hinweis. Zeigen Sie zu erst, dass (f(s1)) = (f(sn)) = 0 fiir ungerade Funktionen f.

c¢) Berechnen Sie den Korrelator (s;s;), wobei ¢ < j.
Ergebnis: o
(sis;) = (tanh gJ)I =l
Dies kann man umschreiben als .
(sis;) = e li-i/e
wobei

¢ = —[logtanh 3J] "' >0

Korrelationslédnge heisst. £ divergiert hier im Limes T' — 0, was wichtig im Zusammenhang
mit Phaseniibergéngen ist.

Aufgabe 2: Dipole

Betrachten Sie ein Gas von N nichtwechselwirkenden, stabartigen Molekiilen, wobei jedes Molekiil
die Masse m, Tragheitsmoment I und ein elektrisches Dipolmoment p habe. Ein Molekiil ist durch
fiinf verallgemeinerte Koordinaten beschrieben: die Position des Schwerpunktes 7 und zwei Win-
kelkoordinaten 6, ¢. Aus der klassischen Mechanik kennen Sie bereits die Lagrangefunktion, die
solch ein Molekiil in einem dufleren elektrischen Feld £ entlang der z-Achse beschreibt:

T .
L= %FQ + 5(92 + 2 sin? 0) + p€ cos 6.

a) Bestimmen Sie die zugehoérige Hamiltonfunktion ausgedriickt durch die verallgemeinerten
Impulse p, py und pg.

b) Berechnen Sie die kanonische Zustandsfunktion von N nichtwechselwirkenden Dipolen
1 N

Z(T,V,N):W / [Hd?’ﬁd&dgbid?’ﬁidpg,idpm exp(—BH).
’ i=1

¢) Berechnen Sie den Druck und die innere Energie.



d) Berechnen Sie die mittlere Polarisierung P = Zi\[:l(u cos 6;) und diskutieren Sie den Limes
fiir kleine und grofe elektrische Felder. Zeichnen Sie P als Funktion der Temperatur.

— Bitte wenden!



Aufgabe 3: Aquipartitionstheorem

a) Wiederholen Sie nochmals die Aussage des Aquipartitionstheorems. Welche Annahme wurde
bei der Herleitung verwendet?

b) Wenden Sie das Aquipartitionstheorem an um den Erwartungswert der Energie (H) fiir die
folgenden Systeme zu bestimmen:

(i) N rotierende Molekiile (Trigheitsmomente I) im R? mit Hamilton Funktion

N -2 0
i b
H = L £

(ii) Ein ultrarelativistisches Gas im R? bestehend aus N Teilchen mit Hamilton Funktion

N
H = Z c|pil
i=1

(iii) Ein allgemeines N Teilchen System im R¢ mit Hamilton Funktion
N
H=> klg|" +N&", mmneN
i=1

wobei k und A dimensionsbehaftete Konstanten darstellen.
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