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Aufgabe 1 Unscharferelation

(1.a) (2 Punkte) Ein einfacher Weg die Schwarzsche Ungleichung ({a|a){(B|5) > [{a|B)]?) zu
zeigen geht folgendermaBen: Begriinden Sie zunachst weshalb

({al + A"(B]) (la) + A[B)) = 0 (1)

fiir beliebiges A € C. Finden Sie dann ein geeignetes A fiir welches Gl. die Schwarzsche
Ungleichung ergibt.

(1.b) (3 Punkte) Zeigen Sie dass das Gleichheitszeichen in der verallgemeinerten Unscharferelation
((AA)%)((AB)?) > 1[([A, B])|? gilt wenn der betreffende Zustand |¢) folgende Bedingung
erfiillt: ) )

AA |Y) =X AB [y, mit A € 7R. (2)

(1.c) (4 Punkte) Fiir ein GauBsches Wellenpaket mit Orts- und Impulserwartungswerten (z) und
(p) — beschrieben durch eine Wellenfunktion |¥) — gilt:

o ~\\2
U — (27rd2) /4 i{p)y _ (y — (@)

(W) = (2ma?) i exp | 00 = LT @

wobei |y) ein Ortseigenvektor ist: Z|y) = yl|y). Fiir ein solches Wellenpaket gilt die minimale

Unscharferelation:

VIGIEIE = 5. (4)
Zeigen Sie dass die Bedingung
(Yy|AZ|U) = \(y|Ap|P), mit A € iR (5)

in der Tat erfiillt wird (womit aus (1.b) dann das Gleichheitszeichen folgt).

Aufgabe 2 Ein Spin-1/2 Problem

(2.a) (4 Punkte) Finden Sie die Linearkombination von |+) und |—) (den Eigenvektoren von S?)
fiir welche das Unscharfeprodukt

((AS")%){(ASY)?) = max. (6)

maximiert wird. Uberpriifen Sie durch eine explizite Rechnung dass die Unscharferelation von
S® und SY durch den gefundenen Zustand nicht verletzt wird.
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Aufgabe 3 Orts und Impulsoperatoren

(3.a) (3 Punkte) Zeigen Sie fiir Funktionen F'(x) und G(p) die durch ihre Taylorreihen dargestellt
werden konnen, dass gilt:

oG OF

[0, G(P)] = iha—ﬁu, [P, F ()] = _mﬁ_@’ (7)

wobei p = z,y, z, ... die Raumrichtung bezeichnet.

(3.b) (3 Punkte) Berechnen Sie (in einer Dimension) [#2, p%]. Vergleichen Sie ihr Ergebnis mit
der klassischen Poisson Klammer {2, p? }.

Aufgabe 4 Verschiebeoperator

Der Translationsoperator fiir eine endliche (rdumliche) Verschiebung um einen Vektor 7 ist:

~—

7r) = exp (7). ¢
wobei p den Impulsoperator bezeichnet.

(4.a) (2 Punkte) Berechnen Sie: [, 7 (7)].
(4.b) (3 Punkte) Zeigen Sie unter Verwendung von (a) [oder anders] wie sich der Erwartungswert

(U|Z|¥) unter Translation |¥) — |¥') = T (7)|¥) verandert.

Aufgabe 5 Orts- und Impulswellenfunktionen

(5.a) (4 Punkte) Seien |¥) und |®) beliebige Zustande. Beweisen Sie folgende Relationen:
0

50

i 9

g . e/ vy O

i) (@lal) = [ do sila)ing-ou(a)

() (qlz|¥) = (q|¥)

wobei ¢y (q) = (¢|¥) und ¢o(q) = (¢|P) Impulsraum-Wellenfunktionen sind.
(5.b) (2 Punkte) Erkldren Sie die physikalische Bedeutung des Operators

exp (%iq> , (9)

wobei ¢ eine reelle Zahl mit Dimension Impuls ist.
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