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Aufgabe 1: Integralsätze

Leiten Sie aus dem Gaußschen Satz die folgenden nützlichen Integralidentitäten für

skalare Felder ϕ(x), ψ(x) ab:∫
V

(ϕ∆ψ +∇ϕ · ∇ψ)d3x =

∮
∂V

ϕ∇ψ · d2x 1. Greensche Identität (1)∫
V

(ϕ∆ψ − ψ∆ϕ)d3x =

∮
∂V

(ϕ∇ψ − ψ∇ϕ) · d2x 2. Greensche Identität (2)∫
V

∇ϕd3x =

∮
∂V

ϕd2x (3)

Aufgabe 2: Vektoridentitäten

Leiten Sie für die Vektorfelder a, b und das skalare Feld ϕ folgende Identitäten ab:

∇×∇ϕ = 0 ∇ · (∇× a) = 0 (4)

∇× (∇× a) = ∇(∇ · a)−∆a (5)

∇ · (ϕa) = a · ∇ϕ+ ϕ∇ · a (6)

∇× (ϕa) = ∇ϕ× a + ϕ∇× a (7)

∇(a · b) = (a · ∇)b + (b · ∇)a + a× (∇× b) + b× (∇× a) (8)

∇ · (a× b) = b · (∇× a)− a · (∇× b) (9)

∇× (a× b) = a(∇ · b)− b(∇ · a) + (b · ∇)a− (a · ∇)b (10)

∇ · x = 3 ∇× x = 0 ∇1

r
= − x

r3
(11)

∇ · n =
2

r
∇× n = 0 (12)

(a · ∇)n =
1

r
(a− n(a · n)) ≡ a⊥

r
, (13)

wobei r ≡ |x| und n ≡ x/r ist.

Hinweis: Es ist (a× b)i = εijkajbk und εijkεklm = δilδjm − δimδjl.
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Aufgabe 3: Deltafunktion

Die definierenden Eigenschaften der δ-Funktion sind

δ(x) = 0 für x 6= 0 (14)

und ∫
V

δ(x) d3x = 1, falls 0 ∈ V. (15)

Zeigen Sie die Beziehung:

∆
1

|x|
= −4πδ(x). (16)
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